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Nova methodus, aequationes differentiales partiales 
primi ordiiüs inter numeruin variabiliuin quemcunque 

propositas integrandi. 

(Ex ill. C. fif. J. Jacobi manuscriptis postliumis in medium protulit Ä. Clebtck,) 



Reductio problemaüi generalis in farmam simplieiörem *). 

1. 

!^it V functio quaesita, sint ^m 929 »•• 9« variabiles independentes 
atqiie /)j, p^^ -- - Pm differentialia partialia ipj^us V secundum ^i, q^^ ... 9«. 
Problema de mtegratione aequationum differenlialium partialium primi ordinis 
inter numerum quemcunque variabilium hoc est: 

Data aequatione inter quantitates V, 9,, 9^? • * • 9»^ Pn P^^ ••• Pm, 
ipsam V ut functianem ipsarum qi^ q^^ ... q^ determinare. 

Suppouam aequationem propositam ipsam functionem quaesitam V non 
continere. Quoties enim continet, problema ad alind revocari polest, in quo 
nuHienis variabilium ind^endentium unitate auctus est, sed functio ipsa in* 
cognita ex aequatione differentiali evasit. Introducta enim nova variabili t^ sit 

W == t. \\ 
erit 

y_bW _dV_\bW _i21_ * SIT ^. 

Qttibus valoribus substitulis in aequatione inter V et quantitates q^^ q^y ... q^, 
Pm Pif • • Pm proposiia, prodibit aequatio int^r variabiles independentes t, 
9m ?.?••• 9»> atque difFerentialia partialia functionis IV secundum variabiles 
illas sumta, ipsam functionem W non continens. Hinc, quin numerum varia- 
bilium independentium m quemcunque assumsimus, concessa est suppositio, 
aequationem dilTerentialem propositam functionem incognitam non continere. 



*) Epitomae paragraphorum b ipso manuscripto praeter paragrapboB 66; 67 non 
inveniuntur. Quae tarnen m usum lectoriB; ut longiorxs commentationis decursus faciliuB 
perspiceretur; adjicidndae videbantur. C. 

**) Significandis di£Ferentialibu8 partialibus signum characteristicum — d — , signi- 
ficandis completis signam — d — adbibebo. Quod bene tenendum est 
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2 C. G, J. Jacobi, nava metkodus aequat di/ferent. parHales primi ordiuis miegramdi. 

Problema $ub ea, qua in sequeniibus utaiur, forma proponitur. 

2. 
Si functio incognila ipsa aequationem differenlialem partialem proposilam 
itoii ingredifur, problema mäxima generalitate sie enuntiari polest: 
Broposita expressione 

Pidqi+p2äq2 + '"+p^dq^, 
si data est aequatio inter quantitates q^^ q.^^ ... q^, p., pai - -- Pmj 
innenire m— 1 alias aequationes inter easdem quanUtates, e quibus quanti- 
tates pi^ p2^ • ' ' Pm iol^9 prodeant functiones ipsamm q^^ q^^ ... q^, nt 
expressio proposita 

Pidqi+p2dq2 + '"+Pmdq^ 
evadtU differentiale completum dV. 
Ut expressio 

Piäqi+p2dqz-\'' +p^dq^ 

Sil differentiale completum, salisfieri debet — ^-^ — - aequationibus conditiona- 

libus hoc schemale contentis: 

(^Pi\ __ (^Pk\ 

in qua aequatione indicibus t et Ar valores 1, 2, 3, ... m Iribui possunt, vel 
ut aequatioues tantum inter se diversae obtineantur, indici i tribuantur valores 
1, 2, 3, . . . m—X et pro singulis ipsius t valoribus tribuantur indici k valores 
tantum ipso i maiores. 

In aequationibus praecedentibus quantitates pn /'s, . . . p» ut functiones 
ipsarum ^i, 9^, ... q^ consideratae sunt. Quod quoties fit, diiferentialia 
partialia illarum quantitatum uncis includam, sicuti antecedentibus factum est. 

Conditiauum integrabiliiatis forma prima exhibetur. 
3. 
Negotium, quod suscipiam, primum est transformatio aequationum con- 
ditionalinm. Quippe quas ita exhibeamus, quales fiunt, si non ut antea omnes*- 
Pi, piy . . . p^ ut ipsarum 91, ^o, ... q^ functiones considerantur, sed 
p, ut ipsarum pj, p,, p^^ p^^ ... p^, q^^ q^^ ... q^, 
P2 ul ipsarum />3, p^, /is, ... p^, q^^ q^^ ... q^, 
Pi ut ipsarum ^4, p^^ ... p^^ q^^ q^^ ... q^, 

p^^i ut ipsarum p^, ffn ?2, • • • ?« , 

p„ ut ipsarum ^i, 9,, ... q^ 
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functiones. Ad quam sappositionem referam sequentibus differentiationes per 
partes instituendas, nisi aliud diserlis verbis stalulum sit, aut differentialia uncis 
inclusa reperias, quo faclo semper innuitur, omnes pi, fj, - • • p» lamquam 
ipsarum ^i, f ^ , ... q„ functiones speclari. 

Systema prvmm aequationum conditionalium, quod respondet valori 
1 = 1, hoc est: 

Quod e supra stalutis sie represenlari polest: 

dPt{6p,\ dpt/dp,\ dpf /ap«\ ■ dp, _ /ap.-\ 

öPt^dq.J'^ dp,\dq,J'^ '^9p,^dq,J^dq, "^dq.J' 
9P, (^Pt\,SPi C^Pt^t 4:*. {■dpm\,dp, _ fdp,\ 

^P, fdpt\ dp,cdp,\, dp, fdp„\ dp, _ fdp^\ 

dp,^dqj'*' dp,^qj^""^dp^^dq,'f'^dq, ~ \dq,J' 

Quae aequationes per aequaliones conditionales in has transformari possunt: 

dp,(dp,\ . dp, fdpt\ dp, (dp,\. dp, _ /dp,\ 

dp, ^dq.J'^ dp, \dq,J'^ ' dp^ ^dqj^dq, " \dq, )' 

3p, (dp,\ dp, (dp,\ dp, fdp,\,dp^ _ fdp,\ 

dp, ^l^-^^ dp, \d^J'^ '"^d^^dqj^ dq, - ^dq, >'' 

dPi r^A\ I ^Pi (^PA I I ^Pi f^PA I dp, _ fdp,\ 

dPt ^öq,'''^ dp, ^ ö?/ "^ "^ dp» ^qJ^ dq, ~ ^ög, / ' 

^P, f^Pm^ I dp, Cdp»\ 1 dp, fdp»\ . dp, _ (dp^\ 

dp, ^a?./"*" ap, ^dq,y^ '^ dp»\dqj^ dq, - \bq,J 

Mnltiplicemus aequationem 2~% S*"", ... (m-1)'- per ^, |Pl, ...^ 

et productarnm summam deducamus a prima; muUiplicemus aequationem 3*"', 

4'*", ... (w— l)'*" per ^*-, -^j ••• ^- et productarum summam sub- 

ducamus de secunda; mnltiplicemus aequationem 4'*", 5""*, . . . (m— l)'**" per 

^^, ^^, • • • ^, et productarum summam deducamus de tertia; et ita porro. 

Quibus patratis aliud eruimus systema aequationum, systemati primo aequi- 
Valens, hoc: 

1» 
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(A.)< 



(1.) 



(2.) 



(3.) 



^t _^Pt,Sp, dpt , dp, ap, öp, dpt 



öp, dq, ^öp, Bq, 
, ep, öp, dp, 



dp, dq, ^ dp, dq, 
dp, dp, dp, dp, 



dq, dp, dq, 
dp, dp, , dp, dp. 



dp, dq. 



dp, dp. 



+ 



dp, dq, Sp, dq, 
dpt dp, , dp, dp. 



dp, dq, ^ dp, dq, ^ dp, dq, 

I dp, dp, dp- dp, dp, 

dq, dp, dq, dp, dq, 

^t ^4 _L dp, dp, dp, flp« 



dPt "^iT ^ dq, '^dp, dq, '^ dp, dq, 

1 ^1 dp, dp, 
dq, dp, dq. 



1 ^''' 


dp. 


' öp. 

dp. 


dq, 
dp, 


dp, 

1 ^''' 


dq. 
dp. 


dpm 

öp. 


dq, 

dp, 


öp. 

1 ^■ 


dq. 
dp. 


' öp. 
dp. 


dqm 

dp, 



dp. 



dq. 



_ öp. 



öp. dq. 



dq. 



dp, 
ö«. 



I/o 9 ^ öPi öp.-i , dp, dpm-i 



f„ 4 \ öpi dpm . dp, dp. 



dp, dpm^i flp, ep,^g 

I öp, gp—A ^p^ _ dpm^i 
'^dq^ Bp^ dq^ dq, 

öp. öp. , &p, Bp^ 



• öp«-id?«-^i dpm dqt 
E quibus aequationibus differentialia partialia uncis inchisa eYaMnmt 



^9^ ö«, " 



Systema tecniM/tffii aequationam conditionalinm, qiiod respondet yalori 
1 = 2, hoc est: 

(fe)=(t)' (t)=(t)' • • • (^)<^> 

Designante k qnemlibet e numeris 3, 4, ... m, aeqvafio 

(9p,\ ^ (^\ 
XSqj^J \dq, / 

sie etiam exhiberi potest: 

ÖF. fdPt\ ■ öp. /'öp,^ , , öp, /öp,\ dp, _ /^i\ 

^ W"^ ^ W'^"'"^ö^ W"^ ö^ " W 

qme adhibendo aeqnationes 

v^/ ^ö»;.>" 



C fif. /. Jacobig nota metkodui aeqiM. difflareni. partiaki primi onüirif tniegtandi, 5 
in sequentem aibit: 

Si aeqaationem 1*% 2*^, . . . (m— 2)*'*'" vocamus, quae prodemit ex aequaUone 
praecedente loco k respective ponendo valores 3, 4, ... m^ mnltiplicemus 

aeqoationem 2*'", 3"% ... (m-2)**'" per ^, ^, '• 1^ ®* pi'ödactaruin 

summam deducamus de prima; multiplicemus 3*", 4'% ... (m— 2)^"* per 

-^9 -^9 ••' ^^ et productamm simunam dedacamns de secunda; et ita 

porro. Eraetar bis transactis systema aequationnm hoc: 

^ ^^ oft ö?3 '^dp, dq, +dp, ö?.-^ ' ^ 

I SPt SPt öPt dp, dp^ 
dq, dp, dq, dp, dq, 

(o\ ^Pt ^Pi ■ ^P« dp* ■ ^P« ^^4 I 



(B.) 



■ 3?4 öp» a?,' 



1 ^^ 


dp. 




' dp. 


dp. _ 


_ dp. 


dp. 
1 ^p* 


dqm 

dp« 


" d,. 


' ep. 

SP4 


d,. 

dp. . 


_ dp« 


öp. 


d«. 


- d,. 



1/-^ Q \ ^t dpm-i , ^, dp_i , I dp, gp.-i , dpt dp_i 

'^ '' Bp^'dqT^dpI'dqr^ ' ' '^dp^iäqiZ'r'äpir dg. 

dp, dpm^l dp, __ flpm-l 



im''2.) 



dqm^i dpm dqm dq, 

dPt dpm I ^t dpm . i ^1 ^1 I ^t dpm 

dp, dq, '^dp, dq, '^ ' ' ' '^dp^^idq^^r öp, Ö9. 

\ +^ = ^ 

Qood aequationnm aystona e praecedente (A.) emitur, si indices, omnes nni- 
tate aogentur, qnantnm fieri per Umites indicnm potest. 

5. 
Prorras eadem ratione demonatratnr generaXk aequatio : 

dp^ dp^ dpf api dpj dpj, dpjdpj^ 

. X I dPi^i dq^^i dp^2 ö?/+a ^i+s ^ft+s ^P« dq^ 

. dPi ^k ^i ^k dpf dPi dPi ^ dp^ 

dPk ^i+i ö»i+i ÖP*4^t 3?A+2 ^P« ö?« ö«. ^ 
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in qua i designare polest unumquemque e namens 1, 2, 3, . . . m— 1 atque 
pro singulis ipsius t valoribus designare polest k numerum unuinqueinque 
ipso t majorem usque ad valorem Ar = m. Quae igilur aequatio generalis 

ampleclitur numerum -^^ — - aequationum inier se diversarum, quae e tolidem 
aequalionihus 

derivatae sunl. 

De forma usittüa condiHonem iniegrabUUaiii ex ea quae proptmihir derivanda. 

6. 
Vice versa ex aequalionihus (a.) deduci possunt aequaliones conditio- 
naies initio propositae 

(9Pi\ _ r^Pk\ 

sive demonstrari polest Iheorema sequens: 



Theorema I. 








Supponatfir: 








Px fnncUo qttantitatum Pi^i Pz^ p^- Pi^ * - - 


Pm, 


fl^M ^29 ••• 


i'-» 


Pi - - Pi^ P4^ />•, . . . 


Pm, 


9n 9^^ ••• 


9m> 


/'i - - P4^ Ps^ . • • 


Pm. 


5fM 9^9 • • • 


?-» 


Pm^i - 


Pm, 


^1, ^29 • • • 


4'.> 


Pm - 




fli, fl,, . . . 


9-» 


qmie tales sint functiones, ut habealur identice: 








1 dp, dp. dp^ dpi dpi, 


+ :•- 






) Sp, öp^ dp. dp^ dp. 






Öpi dp; 





<5g, dp,^^, dq^^, dp^^^ dq^^, dp^ dq^ ' 

designante i unumqvemque e numeris 1, 2, 3, ... «i— 1 et pro srngtilit ipnus 
i ealorihns designante k unumquemque e numeriM i+i^ t+2, ... m, uiule 

numerus tolu^ aequationum est — jT ' «rwn/ aequaliones iliae mtmero 

yndn- -^^ ,. . 

— H> — cofidifhtnts: ouv*.' 7fecessaf^ae tum suffidentes. ut expressts 
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ammibM pi, p^', . • . p» per quantikUe$ qi^ 929 • - • 9»> expre$$io 

Pidgi+pidgr+'^'+p^dq^ 
eeadai diferentiale comptetum. 

Forma secunda conditianwn itUegrabiliiaHs. 
7. 
Conditiones illas esse necessarias anlecedentibus comprobavi^ quippe 
quas locum habere demonstravi, quoties expressio 

Pidgi+p2dqi'\ ^p^dq^ 

differentiale Gompletum sit. lam demonstrabo easdem conditiones esse wf^ 
fidentes, sive quoties aequaliones iilae numero — ^-^ — - locum habeanl, ex- 

pressionem 

Pidqi+pidqt-i \'Pmdq^ 

esse differentiale completum. 

Posito k = m^ aequatio proposila fit: 

Uncis rursns utimur, ei piy p2, • • • Pm ut solarom fi, qi., ... q^ functiones 
spectamus, unde pro ipsa />« perinde scribi potest ^ sive (y^)* 
Posito & = !»— 1, fit: 

, ^i öP«-i ^i 



Cni aoquationi si addimus aeqaationem (1.) multiplicatam per ?""' , prodit: 
Posito it = m-2, fit 

n ^ ^— » I ^P.- ^P»-a I ^> ^P— I I ^i ^P— » 

. Bp, ^,_t öp£ gp,-i dp.. 



8 C. G. J. Jacohiy nava meikodus oequaL different. partiales primi ardmii iniegrandü 
Cui aequiitioni addo aeqoationem (1.) per g**""^ et aequationem (2.) per 



/"* ^ multiplicatam, prodit: 



+• 



dPm-l 

El ita continuando, demonstras aequationem generalem: 

Spr\ , ^i ( ^P^\ t ^fj ( ^Pk \ . _i ^Pj (^ 

dPi 

in qua k valores oranes induere potest m, m— 1, m— 2, . . . usque ad i+i. 
Unde, si ipsi t rursus valores 1, 2, 3, . . . ifi—l tribuuniur, numerus aequa- 
tionum (b.) fit 2 

Forma terüa quae est usitata. 
8. 
Ex aequationibus (a.) theorematis I. deduxi totidem aequationes (fr.)* 
lam ex bis deducam aequaliones 

qaarum idem est numerus. 

Supponam, pro omnibus numeris t* et k, qui dato numero t maiores, 
ipso f» non majores sunt, iam probatas esse aequationes: 

fdpi.\ _ /dPi\ 

\dq^J - \dq,./ 

Quarun» ope aequatio (b.) transformari potest in banc: 






quae eadem est atque baec: 



Bq^ 



= -(^)+(^)' 



In qua, si placet, etiam k = i ponere licet, quippe quo casu identica fit. 
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ValenHbu» igüur oequtMonibus (b.), si oequaHo 

\dq^y - \dq,y 

m 

comprobata est pro omnibus ipsorum i' et k ealoribus i+1, t+2, ... m, 
eadem valebit pro omnibus ipsorum t" et k ecUoribus i, t-fl, ... m. 

Si ponitur f = i»--l, in aequatione (ft.) ipsi k unicus convenit valor 
k = m, unde fit illa: 

VÖ9«-i/ dpn, \ dqm ^ dqm ' 
sive 

» = -(^)+(^)- 

Yalent igitur aequationes (c), in quibus k>% statuatur, si t = m — 1. Unde 
ex antecedenUbus valebunt etiam, si t=m— 2; unde ex antecedenlibus valebunt 
etiam, si f = m— 3, et ita porro; sive valebunt aequationes (c.) pro omnibus 
ipsius i valoribus m— 1, m— 2, m— 3, ... 2, 1. Q. D. E, Comprobatis 
aequationibus (c), sequitur, expressionem 

dliTerentiale completum esse. 

Systema conditionum ^2"^ ^ quibus satisfieri debet, ut expressio 

praecedens differentiale completum evadat, sub tribus formis (a.), (6.), (e.) 
exhibui. Quarum forma (a.) ad solvendum problema propositum sive ad 
determinandas functiones Pi^i Pi^ - - Pm V^^^ expressionem illam differentiale 
completum ef&ciant, prae ceteris idonea est. 



De itUegraiianibus quas e forma prima conditionum integrabilitaüs solutio problematis 

propositi postuleU 

9. 
His praeparatis, iam inteprationes transigendae accuratius describi pos- 
sunt. Redit enim problema in determinalionem functionum p^, p2^ ... p^, 
quae aequationibus (a.) satisfaciant. Ipsa quidem pi ut fnnctio ipsarum /I29 
Pi'i ' - Pmy 9m 929 ••• 9m P^ aequaliouem differentialem partialem pro- 
positam data est. Deinde ponendo in (a.) t = l, A = 2, determinatur j^j ut 
functio ipsarum pz: p^^ . . . p^, fi, q^^ ... qm p^r aequationem: 
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(1.) 



dp, _ dp, dp, öp, dp, ap, dp, dpt 



dqt dq, dp, dq. 



dp, dq, 
dp, dp. 



3p« dqt 

dp, dp. 



dq, dp, ^ dq, dp. 



dp, dp, 
dpm dq,, 
dp, dp, 
dqmdpm 



Quae est aequatio differenlialis partialis linearis, cujus nota est inlegratio. 
Invenla funcüone p^^ quaecunque aequationi praecedenli satisfacil, ponaraus 
in aequalionibus (a.): * = 1, 2 atque Ar = 3, prodeunt aequationes: 



(2.) 



/ dpf 


_ dp. 


dp, dp. 


dp, dp. 


_...- 


dp, dp. 


dq. 


~ dq, 


dp, dq. 


dp, dq. 


dpm dqm 




■\ 


dp, dp, 
dq, dp, 


,dp, dp, 
^dq,dp. 




dp, dp, 
dq^dp^' 


dp. 


_ dp. 


dp, dp. 


dp, dp. 




dp, dp. 


dq. 


- dq. 


dp, dq. 


dp, dq. 


dpm dq» 




-\ 


dp, dp, 

dq, dp. 


, dp, dp, 
^dq, dp,-" 


1— H 


dp, dp, 
dqmdpm 


dm pi 


non ut 


ipsarum ^ 


Pi^ Pi-) • • 


• Pm, 


qt-, qi, 



"im, 



sed 



substiluto ipsius p2 valore per integrationem aequationis (1.) invento, sicnti ipsani 
/»,, ut functionem ipsarum Pi-, pt^ ... Pm» 9t ? 9t? • • • 9« considerare placet, 

multiplicetur aequatio posterior per -—■ et priori addatur. Quo facto obtines, 

M pi et p2 ut functUme» quantitatum reliquarum tpectanhtr: 



dt_ 
dq. 



_ dp, dp, dp, dp, dp. 



dq, 



dp, dq, 
dp, dp. 



dp, dq, 
dp, dp. 



(3.») 



dpt _ dp, 
dq, dq. 



dq, dp, 
dp, dp. 



dq, dp, 
dp, dp. 



dp, dq, 
dp, dp. 



dp, dq, 
dp, dp. 



dq, dp, dq, dp. 



dp, dp, 
dp. dq» 

dp, dp, 
ö?.ap.' 

dp, dp, 
dpm dqm 
dpt dp, 
dqm dpm 



Quarum aequationum altera ex altera invenitur indices 1 atque 2 inter se 
permutando. Binis aequationibus (2.) sive (2.*) ipsa pj ut fiiuctio quantilatum 
P*i Ps-, • • Pm, qii qt") ' • • qm determinanda est. 
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10. 
Inventa per aequationam praecedentium inlegrationem etiam functione/?}, 
ponatnr in (a.) i=l, 2, 3, atque A=4, prodeunt aeqnationes tres sequentes: 






dp^dpt dp, dp^ 



dq, Bpt dq^ ^p, ö?. 



(3.) 



öpt ^ QP« 
dg, ög. 



<99s ÖP» ' ^9. ^P, 
öp, ap, öp, öp« 



öp, ö?, 

dpt ap. 



ap, ög« 
ep. öp. 



ap, ^ ÖP4^ 



a?. öp. ag, ap, 

dp, dp^ dp^ dpt 



^p^ Bq^ 
dp, öp. 



öPi dqs 
dp, dpt 



dq, dp, ^ dq, dp. 



dp, dp^ 



dpm dqm 
dp, dp. 



dqm dpm ' 

dp, dp. 



dpm dqm 

dp, dp. 



dqm dpm ' 
dp, dp. 



+ 



dpm dqm 
dPt dp, 
dqm dpm 



Si substitutis ipsarum pt et p^ expressionibns per integrationes iam transaclas 
invenlis, oiunes tres pi, pi, pj ut solaram p«, />$, . . . p„, 91, ^a, ... q» 
considerare et ad hanc suppositionem differentiationes per partes referre placet, 

primuin aequatio terlia per -^ multiplicata addatur secundae, prodit: 



dPt _ dp. 



dp, dp, dp, dp, 
dPi dq, 
dp, dp, 



dq, dp, dq. 



dq, dp, 
dp, 



■f-'- F 



dPt dp, 
dpm dqm 

dPt dp, 
dqm dpm 



Haec aequatio multiplicata per -J-^ et tertia aequationum (3.) multi- 
dp, 



plicata per -J-^ addatur primae, prodit: 

9p, _ dp, dp, dp, dp, dp. 



dq. 



dq, dp, dq. 



dPt dq, 
dp, dp. 



9P> dp, 
dpm dqm 
&Pi dp, 

dqm dpm 



dq» dp, 

Determinanda igitur est p« ut fnnctio ipsarum pi, pe, — Pm, qn qt-, • . . q»» 
quae simul tribus sequentibus aequationibus satisfaciat, m qmbu» p,, />,, p^ 
8utU functione» ipsanan p4, ps, ...pm, 9m 9?) •'• 9m 3 quales per integrationes 
praecedentes delerminatae sunt: 

2* 
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(3.*) 



/ dPi _ dpt dp, dpt ap, dp^ 
dq^ dq, ap, dq^ öp. dq^ 

dp, dp^ 









^dq,dp,^ 


dp. 


_ dp. 


dp, dp. 


f^P, dp. 


dq. 


- dq. 


dp, dq. 


dp, dq, 

^dp^dp, 
^dq,dp,+ 


dp, 
dq. 


-k- 


dp, dp, 
dp, dq. 


dp, dp, 
dp, dq. 



dp, öp. 



oPi dp, 

dpm dqm 

dp, dp, 
dqm dpm ' 

dPt dp, 
dpm dqm 
dPt dp, 
dqm dpm ' 

dpj, dp, 
dpm dqm 
dp, dp. 



dq^ dp^^ ^dqi^dpm 

Qnae aequationes tres plane similes sunt et commutando indices 1, 2, 3, aliae 
ex aliis obtinentur. 



AequaHoneM differentiales partiales Uneare$ simultaneae, quibug ad Hnguhu 
quantUaies p eruendas saiUfieri aparUt; quae farmam quariam condiüonum 

iniegridrilUaHs comütuunt. 

11. 
Sic pergendo^ determinatis pi, pa^ ... pi, ut functionibus ipsarum 
p,+i, p;+2, ' " Pmy <?n 9a^ ••• <?•> generaliter determinanda erit p;^| nt fünctio 
ipsarum pi+2^ p,+3, . . f«, gi^ 929 • • • 9» per aequationes sequentes, quae 



sunt numero t: 












(dp, 

dqi+i 


dPi+i 
= dq. 


_dp, dp,^, 
oPi+1 99j+, 


dp, 9p,+i 
dPi+t dq;^^ 


9P« 


dq. 


1 






1 dp, dpi^i 


dq. 


dPi+, 


1 


dqi+idpi^t 


dp. 


\dp, 

(«•) < 


_ dj>!+x 


dp, dPi+i 
dPi+i Ö9,+i 


dp, dPi+i 
dPi+i dqi+i 


dp, 
-'" dp. 


dp,+i 
dq. 






, dp, öpf+, 


dq» 


dPi+i 


1 


9?j+2 dp,+2 


dp. 


1 dPi 

dq,+. 


_ dPi+t 

dqi 


dPi dPi^i 
dPi+i dqi+i 


dpi dpi^i 


dPi 


dPi+i 
dq. 






dpi dpi^i 
dqt^, dPi^^ ^ 


, . dp, 


dPi+i 
dp. 
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Aequationes (a.) coDsütuual formam quartam, qua exhiberi possunt conditiones 
mtegrabilitalis expressionis Pidqi+p2dq2+'"+p^dq^, E qua forma haec col- 
ligis. Data pi ut functiooe reliquarum quanlitatum per ipsam aequationem diffe- 
rentialem partialem propositam, invenitur p2 per integrationem uniu^^equationis 
differentialis partialis linearis inter 2ift— 1 variabiies; deiudepj satisfacere debet 
simul duabus aequationibus differentialibus parlialibus linearibus, quae singulae 
sunt inter 2m— 3 variabiies; deinde p^ satisfacere debet simul Iribus aequa- 
tionibus differentialibus partialibus linearibus quae singulae sunt inter 2m --5 
variabiies, et ita porro. Ac generaJitery ineentis ipsarum px^ p^^ ... Pi ex- 
presirionibus per quaräitates Pi+t^ Pi+2^ - * - Pmy ?i9 929 • • • ?« deternnnatur 
Pi-j-i P^ i aequationes differentiales partiales lineares , quibus singuUs satis- 
facere debet et quae singulare sunt inter 2m— 2i+l eariabiles. Numerum 
igitur variabilium in investigatione cujusque insequentis functionis duabus uni- 
latibus minui videmus; numerus quidem aequationum, quibus simul satisfacere 
debet functio quaesita, pro quaque insequente functione unitate crescit, sed 
haue integrationem simultaneam, a qua abhorruisse videntur Analystae, non 
tantis difficultatibus impeditam esse infra patebit. Attamen antequam ipsam 
aggrediar integrationem istam simultaneam, conditiopes integrabilitatis sub aliis 
adhuc formis exhibebo. 

Theorema de forma conditionum integrabilitatis maxime generali, 

12. 
Si loco t+1 scribimus k atque per t numerum quemlibet ipso k minorem 
denotamus, aequationes (or.) sie repraesentare licet: 

^Q ^ dPi dp; gp^ öp,. dp^ , dpi dp^ ^ ^ dpi dpi, 



9Pa ^Pi ^k dPj ^Pk dPj SPk 

dqi dq^^idPk+i 3q^^%dp^^2 '' ^^m SpJ 

In hac aequatione est pk functio ipsarum /^a+i, Pk-^2^ . *. Pm, qi^i q^^ ... ?•; 
functio autem pi praeter has quantitates etiam ipsam p^ continet. lam vero 

palet, expressionem 

dpi dpt^ dpi dpj^ 

dPi,, dq,^, dq^, dp^^. 

dp- dp* 
eandem mauere, sive in formandis -77-^9 ^ ' differentietur etiam quatenus 

opj,, dq^, 

Pk'9 9k' ^ Pk implicantur, sive tantum, quod in aequatione praecedeute sup- 
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positum esU qaatenus in pi explicite praeter j9a inveniuntur. Priori casa enini 
accederent termini se invicem destruentes: 

dp. ( dpi^ dpj^ dpj^ dpj^ 

Praeterea, si Ipsa pi differentiatur secundum qf, etiam quatenus qk implicatur 

ab ipsa pk, quae In expressione ipsius /?,• invenitur, scribere licet g-^ loco 

dp. dp 2 dpL 

-^ + 3 — -5 — Unde aeqvationem praeeedentem , si et pi et pt tamquam 

dq^ opf^ aq^ 

sohrum Pk+it Pk-rit • • • Pm^ fl^i* ^2^ ... qm functiones considerasy sie exhibere 
licet : 

^' ^ ög. dq^ 
dp. dp, dpf dp, dp. dp. 



dP^dq,^, öp^4-2Ö^iH-2 9P. dq^ 

dp. dp, dp- dp, dp. dp. 



ög, ,.1 öp^+i dq,^^ äp,^^ dq^ dp^ 

OrdO) in quem variabiles q et quae iis respondent p disposuimus, indicibus 
subscriptis indicatus, prorsus arbitrarius est. Qua de re in formula praecedente 
(/?.) variabiles q^y qk binae quaelibet esse possunt e numero variabilium q^ 
^t qk^i^ 9jt{.29 ... 9m aliae quaelibet harum variabilium ab illis duabus diversae 
et cuiuslibet numeri, qui tarnen numerum m — 2 superare non potest. Sta- 
(uendae autem sunt a g,-^ q^ diversae, quum in formula (/?.) suppositum sit 
t<C* ideoque t inter numeros ä+1, ä+2, ... m non inveniatur. Habemus 
igitur theorema sequens: 

Theorema II. 
Sinl pi, />2 9 ' ' ' Pm eiusmodi functiones ipsarum qi^ q2': . qm ^ 

expressio Pidqi+pidq^n {-Pm^q^ sit differentiale completum; si binae 

quckeUbet pi et p,, exprimuntur praeter q^^ q^^ ... q^ per alias qtiasdam 
e qnantitatibus p a pi et p^ dinersas, px, p^, etc. quotcunque placet, id 
qvod infinitis modis licet, atqtie differentiationes per partes instituendae ad 
hanc repraesentationem referuntur, erit 

dp^^dp^ =, ^P; dp, dp. dp, 

dq. dq, dp^ dq^ "^ dp^ d% 

dp. dp, dpi dp^ 



dqj^ dpj^ dq^ dp^ 
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Neque necessarium est, ut in theoremate praecedenle p^ atque pk easdeoi aut 
eundem numerum quantitatum p coatineant; casus eaim, quo functio datas 
quantitates continel, eum amplectitur, quo functio aliquas harum quantitatum 
vel omnes non involvit. 



Thcoremalis atitecedetUis demonstratio directa, 
13. 
Theoreina praecedens facile etiam directa via deducis ex aequationibus 

(dp'\ /^Pi\ 
—-) = v,3~"y • Primuin euim probari potest, in formula proposita expressionem 

ad dextram immutatam nianere, si differentialia secundum qxy q,,, ... sumta 
unds includantur, siee esse 



dp,dp^_dp^dp^_ ( ) dPk(dPi\ ^Pk(^Pi\ 



^Px 9^1 
Repraesentemus enim aequationis antecedentis dextram partem hoc modo: 

s^Pi(^Pk\ ^^Pk(^Pi\ 

l dp,\dq/ l;dp\dq^P 

subscripta l iudicando, summam ad omnes valores ky /i^ ... extendendam 
esse. Erit porro: 

rp.) = p+^p.rpiY 

^dqx^ öqi X'^Pi'^^qi'^ 

subscripta l' similiter summam indicando ad eosdem valores i-, f^, ... extendi. 
Hinc prodit 

I dpi /öp^\ dp^fdpi\\ i dp. dp^ dp^ dPi > 

7 ( dPi \d?i / öPi \dqj^ JS Tidpj, dqi dpi dqj, S 

l t ^PJ^ X' dPi.^oqj^y dp^ x- dPx.^oqx^> 

X X' dpx öPiAö?/ X i' dPi dpx,^dqj^y 
lodicibus l et i.' quam omnino iidem valores conveniant, i. et l' in duabus 
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summis praecedenlibus inter se commutare licet. Quod si in posteriore faciniQs^ 
expressio antecedens fit: 






qnae est expressio evanescens, quia 

Unde aeqnatio (1.) comprobata est. 

lam ex aequatione (1.) sequitur: 

dPi dpi dpi dpi 
dp^dq^ dp^aq^^'" 

_^J^_öp^^ 

" öPi dqi Bp^ dq^ 

_ dPi fSpi\ dPi ^dp. 

- dp.ydq.J^dp^ydq^J-^- 

^ög^y f*9i ^dq^^ dq, 

^ Spi . ^Pk, 
dq^ dq. 

Q. D. E. 

Si loco Ar in formalis (/?.) ponitur t^ atque l loco t^ patet e formulis illis sive 
e theor. IL, in formulis (er.) esse pi, fj, ... pt tales ipsonim 9,, ^21 • • • g», 
Pi+i-! Pi+ii • • Pm functiones, ut inter binas earum pi, pi locum habeat aequatio: 

dq^ dq^ ~ 
^Pk ^Pl , ^Pk ^Pl , , ^Pk ^Pi 



dpt Bpi dpi dpi ^Pt dpj^ 

^Pi+i ^9,+, ^P,+2 09,+, *" öp^ dq„ ' 

Haec est relalio, qua fit, sicuti infra videbimus, ut aequaliones (n.) simul in- 
tegrari possint. 
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Problema alio modo proponitur. Functiones, quibus constatUibtu aequiparaiis ipsae pi 
P^ ?i# ?t> • • • ?« exprimatUur, aequaüonibus HmuUaneis ^^I" ^ deßniuniur. 

14. 

Problema de integratione completa aequalionis diSerentialis partialis inter 
m+i variabiles V^ ^i, ^2, ... q^, quae functionem quaesitam K ipsam non 
continet, sie etiam proponi potest. 

Sit V ipsarmn qi^ q^^ ... q^ fanctio m eonstantes Aj, A?, . . . A^ 
involvens, quarum nuUa per additionem tantmn ei iuncta sit; sint pi^ p2^ . . p^ 
diSerentialia partialia ipsius V respeetive secundum qi^ q^^ . ^ . q^ sumta. 
Quae differentialia partialia^ quum ipsas eonstantes quoque Ai, h^^ ... h^ in- 
volvant, vice versa aequari possunt Ai, A^, ... h^ ipsarum ^i^ q^^ ... ff . 
Pm f29 • • • Pm functionibus. Sint aequationes sie inventae: 

Hi = hi^ H2=^h2^ ... H^^h^f 

designantibns Hi^ Hf^ ... H^ fdnctiones ipsarum ^i^ ^2? • • • f»? /'j? /^a? • • • p,, 
a se invicem independentes et niülam constantitim A^, A^, ... A^ involventes. 
Quaeritur^ data una karum aequatiamsm^ ex. gr. 

H, ^ A., 
indagare reUquaa m— 1. 

Investigemus aequationes conditionales identicas, quibus satisfacere 

debent fonctiones Hi^ H^^ . . . H^^ ut ipsis pi^ p^^ ... p^ per qi^ q^^ ... q^ 

expressis ope aequationum 

expressio differentialis 

Pi dqi +pa rf?2 + • • • 4-p« dq^ 
Sit differentiale completum rfF. 

Ponamus in theoremate II. loco indicum t^ k indices 1, 2, ac loco in- 
dicom i^f fi, ... omnes reliquos 3, 4, 5, ... m; unde eruitur aequatio: 

(1.) ^'' ^'' ^^ ^'' ^^^ ^'* '^"'■^Sp.ö?. 

l ÖP3 ö^, 5p^ Ö7, '*' dpm dqj 

Sint 

Äi = h,y Hl = A| 

duae quaelibet ex aequationibus propositis, quarum ope determinentur pi el p^ 
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ut functiones ipsarum p^^ p^^ ... p^y qi^ q^^ ... q^, quarum quantitalum 
ipsae pi et p2 in aequatione praecedente functiones esse snpponuntur. Sumtis 
deinde ipsarum pi et f 2 differentialibus partialibus secundum quanUlates illas, 
substituanlur in differentialibus Ulis, quae etiam constantes hi et hk involvunt, 
loco harum constantium functiones iis aequivalentos Hi et Hk, unde emergent 
eorum valores per quantitates pi^ pt^ . . . p^, q^^ q^^ ... q^ expressi absque 
Ulla constanti h. Quos valores si in aequatione (1.) substituimus«» aequatio 
lila evadere debet identica, cum nulla exslare possit aequatio inter quantitates 
Pi^ P2'i • • • Pmy 9i9 92) • • 9» a constantibus Ai, ^29 . . . A« prorsus libera 
nisi aequatio identica sit. 

Ad eruendos valores differentialium partialium ipsarum pi et p2 , in 
aequatione (1.) subsütuendos, aequationes Hi=hi, Ht=bk secundum /»j, P^^'Pmy 
differentiemus. Sint r et f binae quaelibet harum quantitalum, erit 

dp^ ör öp, dr dr ' 

dH^dp^ öHidp^ - _i^ 
6p, dt '^'^ di '^ dl "" 

dHk dp, dHkdp^ ^ dEk 
dp, dr dp^ dr dr ' 

mdp,mdp^ _ dHk 

dp^'ST'^dp^ dt "" "sr* 

Unde, multiplicatis prima et quarta, secunda et tertia, subductisque productis, 

nanciscimur: 

/ dHj dHk dHj dHk \( dp, dp, dp^ dp, \ 

(^ \ j^^Pi ^Pt ' ^P% dp,y^dr dt dr dt ) 
= ^g. o^^ dHj dHk 
dr dt dt dr * 



Porro ex aequatione prima et tertia sequitur: 

fdHi^dHk_dHi^dm\dp^ _ dHj dHk dHj dHk 

(3.) 



r dMj dHk dHj diik \ dp, _ dUj dHk dUj dHk 
^ dp, dp, dp, dp, ^ dr "" dp, dr dr dp, 

dHk 

dp, 



/^?l§Ml^§Ml§El)^ = öHi^öHk^dHidm 

^dp, dp, dp, dp, / dr dp, dr dr 



Multiplicemus aequationem (1.) per 

dHj dHk dHj dHk 

dp, dp, dp, dp, 

ac ponamus in aequationibus (3.) qi et q^ loco r, in aequatione (2.) ^3, 94, ... 9« 
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loco r, simulque respective pz^i p^^ » - » Pm loco t Quo facto ex aequatione 
(1.) prodit: 

i öHfdHk . öHjdHk dHjdHk 
cHicHk dHiBBk dHidHk n 
r. — -r -M r ••• — -r t?— = U. 
dq^ dp^ dq^ ap^ dq^ dpm 

Qnae est aeqtialio identica quaosita, a constaniibus h prorsus libera. 



15. 
Si in aequatione {y.) indicibus t et k valores omnes tribuuntur, quos 

indtiere possunt^ nanciscimnr aequationes ^ — ^, qnae et ipsae tamquam 

conditiones spectari possnnt, nt expressio 

Pidqi^Ptdq^-{^'^+p^dq^ 
integrabilis evadat. Habetur enim etiam theorema inversum: 

Tbeorema III. 

Sint ä;, Äi, .-. H^ eariabiUum p^ P2^ •. p«, ^m ?2, .. q» 
funcHones quaecunque a te independenteSy quarum hinae quaelibet Hi, F,, 
sattsfadant aequationi: 

dH.dHn dUidlli. dEjdHj. 

öPi ö?i öp. ^ Spi^öj« 

dHi dHi» dBi BHy dB, ÖBi» 



= 



^9i ^Pt ^9« SPt *** dq^ ÖP« ' 
W ex aequationibus 

in qmbu$ Aj, A2, ... A« sunt comtantes arhitrariae ipMM funetUmes 
ffi, Hi^ ... H^ non affidentes, eruuntur ipsarum pi. ;>>, ... p^ ealore$ 
per y, , ^29 • • • ^i» expressiv expressio 

Pidqi+p^dq.+ '+p^dq^ 

diffetentiale completam fit. 

Qttod est theorema gravissimum. 
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Theorema anteeede$u de sobiHone problematit ^ aevuUionibus timuUaneit 
deßmenda direeta via confirmattir. 

16. 

Demonstratio direeta praecedentis theorematls haec sese offert. E dif- 
ferentiatione aequationis 

Mi = A. 

secnndum q^, facta sequitur, si subscripta k signo siunmationis indicamus, 
summam ad valores 1. 2, ... m ipsios k extendi*): 

du,. 
Unde etiam maltiplicatione per ^— facta: 

In qua aequatione loco A* ponoido omnes ejus valores 1, 2, . . . m, fit: 

Unde etiam, permatando J7,- et Hi.^ 

dBi eUy^dp.^ da.. dB, 
» k- Cpj, öp^\^q^.y i. dq^, 3p^. -^ 

Hanc aeqnationem detrahendo de antecedente, com sit ex hypothesi: 



dB, dB, dB,. ^^j = 0, 
eruimus: 






dB, dB,. dB, dB..^^dp^ 



Permutando k el k^, quippe quibus iidem valores 1, 2, ... m conveniunt, ex* 
pressioneni ad laevam sie quoqoe seribere licet: 



^^:s(—^ ^riL^fzL iriLVznLX 



*) Simili notatione saepius in sequentibus utar, quoties sub signo summatorio 
plures indices^ invcüinntur^ quoram alii constantea^ alii^ ut ita dicam, summantes sunt; 
inaioris perspicuitatis cauaa posteriores signo summatorio sabscribam. 
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Unde aequationem antecedenlem hoc modo repraesentare poBsnmus: 

siqaidem extenditur summa ad — ^^^ — combinationes numerorum 1, 2, ... m 
pro ipsis k et k' ponendas, sive si ipsi k sub signo summatorio valores 
1, 2^ ... m—i tribuuntur, et pro singnlis k ipsis k' valores A+1, k+2^ ... m. 

Si in aequatione praecedente pro ipsis i et i' bini quilibet e numeris 
1, 2^ ... m ponuntur, eniuntur ex ea ^^ ^ ^ aequationes. In quibus si 
qnantitates 

9Pk 



^dq,,J K-d^J 



ui incognitas consideramus, sunt aequationes illae respectu harum incognitarum 
ÜfieareM, numerus incognitarum idem atque aequationum, et partes constantes 
omnes evanesceules. Unde ipsae quoque incognitae omues evanescunt^ sive 
pro quolibet ipsorum k et k' valore fit 



(tt)-(^) = »• 



"5^/ \dq^ 

Q. D. E. 

Demonstratione antecedente etiam maxime directa via comprobari potuis- 
set, si 

(^)-(^) = «' 

sive si 

PLdqi-^P2dq2+^'+p^dq^ 
integrabilis siL, fieri 

dHi dHif . BEi dHy . , dH, aHv 



dHi öHif dHi dHi* dHi dHi* ^ 

Ceterum, quod in demonstratione antecedente theorematis III adhuc desiderari 
potest^ ut comprobetur e — ^-^ — - aequationibus linearibus: 

^( dHi dHi* dHi dHt\ _ 

in quibus quantitales x^^i* incognitas, quantitates jf,-,^ partes aequationum con^ 
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slantes designant, nuliam e reliquis flnere facile variis modis probalnr. qxxxxm 
adeo eiusmodi aequationes ex elementis algebraicis sine negotio generaliter 
resolvantur. Quae resolulio tnm demum illasoria fit, si habetur 

indicihus 1, 2, ... m sub sig^no summaiiorio omnimodis permntatis signisque 
+ pro ratione nola alternantibus. Haec autem aeqHatio ipsa est conditio, ut 
inter quantitates JTj, Hi^ ... H^, qi. qi^ ... q^ aeqnatio locnm habeat, ah 
ipsis p prorsus iibera; quod si foret, haberetur etiani inter ipsas q^^ 9., ... q^ 
et constantes arhitrarias relatio neque ex aequationibus 

oinnes p^ f}^ - - Ptny qwod supposuimns, ut functiones ipsarum qr^, q^^ . . . g,. 
determinari possent. 



Tramformaiio systemalum aequaiionum quarum soluiione simultanea secundum 

$.11 singulae pi obtineniur, 

§. 17. 
lam ipsam a^gressuri integrationem revertamur ad formam aequationum 
eonditionalium (er.) §.11. Difficultatem rei videmus consistere in invenienda 
functione quae simnl numero t aequationum dilTerenlialium partialium iinearinm 
satisfaciat. Sit f functio ipsarum p,^.^, pi^^, p;+j, ... p^, gr,, q^. ... q^^ 
atque 

f=a 

aequatio, qua determinetur functio quaesita pi^i per p;^.^^ /^z+s^ - - - Pm, 

9m 9m • • • 9m 9 designante a constantem arbitrariam, quae ipsam fnon afficiat. 

Designantibus p^ atque q^ quaslibet e quantitatibus p,.^2 •. /'i+a ? • • p« atque 

9i- 9m • • 9"» fi* 

_ö^^H ^ öJi 

SPi-^i öp. dp^' 

JüL^EilL == ^. 

Unde aequationes (er.) mulliplicatae per >^ ' ■ in has abeunt: 

Pi-hl 
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(rf.) 







dqi 



dp, öf 




öp, df 



dp, df 



^Pi+t d^i+i 



_ df , ^Pi df 



oPi df 



dPi df 



öPi df 



^Pi+t d9iH ^Pn-2 ^^i+7 



öp, df 

^1m ^Pm 

dp, df 

<'Pm ^y- 

Jp. dl 

<^9, dp, 

öPt df 

dp^ dq^ ' 



+ ••• + 



dPi df 



öl. 
dp, 



^P» 
df 



dp» öfl 



Id bis aequationibus considerantur p^, p^, ... pi tamquam functiones data« 
ipsarum /»;.,i» Pi+r-> ■• P»> ?m ^j» • • • 1», int©' qnarum binas p* et p^ locum 
habet relatio, quam sub finem $.13 apposui; et quaerenda est earnndem quan- 
titatam fiinctio f taiis, quae aeqaationibus praecedenlibus simul Omnibus identice 
satisfaciat. 



tkeoraita ci/fertttr circa aequationum quae supra oceurrunt integrtüioHe smHUanea. 

§. 18. 
Non ego hie immorabor quaesüoni genemli, quando ei quomodo duabus 
compluribusve aequationibus differentialibus partialibus una eademque funciione 
satisfieri possit, sed ad casum propositum particularem investigationem restringam. 
Quippe quo praeclaris uti licet artificils ad integrationem expediendam com- 
modis. Maxime autem res absolvitur theoremate sequente: 

Theorema IV. 

Sint ky l qtdlibet dieersi e numeris 1, 2, ... i; sit tp—f integrale 
quodeimque utüus ex oequaHonibm (d.): 

^^?.-Hl ^Pi^i ^9i^2 ^Pi+2 Ö?« ^Pm 






^Pk df 



24 C. G. J, Jaeöbi, naea methodus aequai. afferent. partiaUs primi ardhni integrandi. 



eril 


expremo 
















r = 


dq> 


. ^Pl 


dtp 


, ^Pi 


^9 , . 


.1 ^^'^ 


dv 




öqi 


^1i+i 


^i+t 


'^?;+, 


dp,^. ^ 


' Ö9- 


Bp, 








dpi 


dq> 


dPi 


dtp 


dpi 


d(p 








^Pi+i 


ö?;+i 


^i+7 


Ö9.-+J 


dp. 


ö». 



aUerwn ejusdem aequaUonü integrale. 

In hoc theoremate designant pt, pi ipsaram qi,, qi, qs+i^ qs+t^ 
Pi+ii Pi+^i • • P» fiincUones, qaae satisfacinot aeqaationi: 

dpj^_BPi^ _ 

Bpi dpi BPi dpi dpi dpi 

• + ••• + 



dpk dPi BPk Bpt dpt dpi 

Quae fnncliones si etiam alias praeter 9t et fa ^ qnantitatibna f,, 9^, ... qi 
involvunt, eae tamquam qüantitates constantes conslderantur. 

Quomodo ope Iheorematit aniecedeatit integrtUio iimuUanea succetlat, ostenditur. 

§. 19. 
Ope theorematis praecedentis sie absolvitnr integratio proposita. Sint 
f'i} <Px> ffi > *tc- ftincliones, quae provenionf ex expressione 

Jf_ JPi_ df dpi df dPi 6f 

dqi B^i+l '^l '^i'^t Bim ^P- 

oPi df Bpi df ^Pj df 

dp,+i dqi^i dpi^^ dq.^, '" dp^ Ö9, ' 

poiiendo loco ^snccessive fnnctiones y, yi, yj^ ..., ita ut generaliter habeatar: 

(-. _ ^«^i''^ Bpj_d^ dp^d^;;;^ dp, dtp^'' 

"f' "~d^^dqi^t dPi+i ^Bq,^. dp.^t ^""^'^ "^pT 
dp, d^^r'\ Bp, d^['-'' dp, gy<-'> 

Sit jam <p=f, integrale quodcunque aequationis 

10 = A= "f +^^El. Bf ■ dp, df _^j_ df 

^ ^9.+. ^^ ^»i+j Wlt Bq, ~5j^ 

^ '^ ^ __Bp^_Br Bp, df dp, Jf_ 

BPi+i dqi+t dpi^t Bqi+, '" ~^ Bq^ ' 
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eruut e theoremate IV etiam (p2^ tp-l^ q>2\ cet. integralia ejusdein aequationis. 
Id quod patet, si in theoremate cilato in iocum ipsius tp aliae post alias sub- 
slituuntur functiones 9>2? ^'7, cet. Sed exstant tanlummodo 2(iit— t) integralia 
aequationis praecedentis a se invicem independentia et quorum aliud integrale 
quodvis functio esse debet, quam functionem praeterea etiam quanlitales qi^ qi^...q, 
tamquam conslantes ingredi possunt. Sit igitur ip^/^ prima functio, quae per 
anlecedentes cpy if\^ yi', ... i^"^^ et ipsas qi^ 93, ... q^ exprimi polest, index 
/u numero 2(m— i) aut inferior aut certe non major. Staluatur, ipsam 77 esse 
funclionem ipsarum tp^ yi, yi', ... y2^~^^ ^29 ^39 ••• ^h ^"1 etiam 

integrale aequationis (1.)^ quippe cujus integralia e theoremate IV. sunt q>, 9)}, 
Vj'i ••• </4'"~*\ Jpsao vero grj, ^3, ... qi in aeqnalioue (1.) pro constantibus 
habentur. Substituto valore f—FIin aequalione: 

^ "^ _ öp. Jf__,dp^JL ^P. öf 

haec aeqnalio hanc induit formam: 

in qua variabiles independentes sunt (p, (p'z^ yi', ... y^"*\ y^- Cujus 
aequationis integratio jam suppeditat fnnctionem f=n^ quae satisfaciat simul 
duabus aequationibus (1.) et (2.). 

Evenire potest, ut identice cvadat 92 = 0, quo casu sine ulteriore in- 
tegratione ipsa functio f=(py aequationis (1.) integrale, etiam aequationis (2.) 
integrale habetur. Si generalius est (p'2 = c^ designanle c constantem, erit 

rT=(p-cq2 = f 

otriusque simul aequationis (1.) et (2.) integrale. 

20. 

Postquam antecedentibus monstratum est, quomodo functio 11=:= f iu. 
Yenialur, quae simul duabus aequationibus (1.) et (2.) salisfacit, id quod ope 
theorematis IV successit, jam ejusdem theorematis ope ex inventa functione IT 
aliam deducam V, quae loco ipsius f posita duabus aequationibus illis simul 
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i\_^' _ df ^ ^Pi öf , dp, 6f , dp, df 

6p, df dp, df dp, df 




ÖP:^, dq.^^ dp.^^^ %.^, dp^ dq^ 

satisfaciat. 

Erunt enim e theoremate lY, siquidem in eo loco (p ponimus 11^ atque 
slatnimus Ä = 3, ipsi k vero valores 1 el 2 Iribuiraus, fiinctiones T/j, Ff"^ . . • 
simul ulriusque aequationis (1.) et (2.) integralia. Sit U^"'^ proxima fuuctio^ 
quae per praecedenles //j, /Tj, ... IJ^^'"^^ et Ipsas q^^ ^4, ... jf; exprimi 
potest: numerus .a' rursus ipsum 2 (m—t) superare non potest. Posito 

designante ?P functionem ipsarum /7, /TJ, ITi\ ... FTi^-^\ jj, quam etiam 
quantitales 94? 9»? • - • 9f tamquam constantes ingredi possunt, abil (3.) in hanc: 

(3 ^^-en^^ + ein^'+m^^^ +-+Q^^ +ö^- 

Quodcunque integrale hujus aequationis, in qua IT, IJ^^ n^\ ... n^'"^^, q^ 
sunt variabiles independentes, suppeditat functionem quaesitam /= V^ quae 
simul tribus aequationibus (1.), (2.)? (3.) satisfacit. 

Et sie pergi potest, usque dum habealur functio f simul omnibus I 
aequationibus (J.) satisfaciens. 

21. 
Ex antecedentibus hie fit integrationum decursus, quibus eruaiur functio 1 
aequationibus {d.) simul omnibus satisfaciens. Ante omnia quaerenda erat 
functio (f aequationi (1.) satisfaciens. Quam notum est baberi, si 

ip = Constans 
est integrale unum quodcunque systematis aequationum differentialium vulgarium 
sequentis: 



(«•) 



ldpi^l_ dp, 

dg, -dqi^r 
dPi+, dp, 
dq, öq,,, ' 


d9i+i _ ßp, 
dqx %H ' 
rf^i-H, _ dp, 

dq, öp,H./ 


dP^ _ dp, 
dq, ~ dq^ ' 


dq, _ dp, 

dq, dp, ' 
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Aequatio enini ip = Constans integrale dicitur aequationum differentialium vul- 
garium (a.) si per eas aequaliofii ä(p^O identice satisfiat. Id quod fieri non 
polest nisi aequatio (1.) idenlice locum habeat. 

Inventa functione y, ex ea deducanlur funcliones (p'^ y", . . . y^^"*^ — 
indices subscriptos rejicio — atque exprimatur (/^^'^ per g^^ y, (p', ... (p^''^\ 
quam expressionem etiam 93, 94, ... qi afficere pcfsunl tamquam constantes. 
Quo facto invenitur funclio /7 aequationi (2'.) satisfaciens, si aequatio 

U = Constans 

est uuum integrale quodcunque systematis aequaiionum differentialium vulgarium: 

^ dq,' ^ dg, ' ^ dq, ^ ^ dq, 

Sit ipsius (p^''^ haec expressio: 

sequitur ex antecedentibus. si sit 

^G«^ 'P^ ^' ^' • ' • "^^) " ^'"'''^"' 
unum integrale quodcunque aequationis differentialis vulgaris /ti^' ordinis inter 
duas variabiles 9) et 92, 

fieri 

functionem /7 qnaesilam, quae siinul aequationibus (1.) et (2.) satisfacit. 

Tertio loco e functione U deducanlur fanctiones /7', /Z", . . . //('''-•) 
alque per has et ^j exprimatur U^""^', sit expressio inventa 

proponatur aequatio dilTerentialis /«"' ordinis inter duas variabiles /7 et 9,: 

cujus integrale unuin quodcunque si est 

^^^3' "' rf^'"dir' • • "5<=^>' " Conslans, 
est expressio 

¥'(j3,/7,/7',/7",.../7O''-'0 
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Functio quaesifa W^ quae simul tribus aequationibus (1.), (2.)? (3.) satisracit. 
id quod simili demonstratione liqiiet atque in functione 77 investiganda dedimus. 
Functionem V^ etiam quantitates q^^ q^* ... q; afficere possunt tarnquam 
constantcs. 

El sie pergi polest, usque dum habeatur funclio f oronibus i aequatio- 
nibus (J.) salisfaciens. Ad quam inveniendam primum quod est principale 
eruendum est integrale quodcunque systematis aequationum difTerentialium vui- 
garium primi ordinis inter 2(m— t)+l variabiles, quod locum tenel unius 
aequalionis inter duas variabiles (2m— 2f)*' ordinis. Deinde condendae sunt 
aliae post alias t— 1 aequationes diiTerentiales vulgares inter duas variabiles 
ordinis ^et*', /t'**, ^t"*', .../x^'""'^", et singularum inveniendum est unum integrale 
quodcunque, quod formandae aequationi diiTerentiali insequenti inservit. Numeri 
autem //, /li'^ /t", ... /e^''''^ omnes erunl ipso 2(m-i) aut minores aut certe 
non majores. Si postremae aequationis integrale est 

f = «/> 
designante a, constantem arbitrariam, atque ex hac aequalione petitur ipsius 
Pi^i valor per /^/^.j, /i/^j, . . . />«, ^,, ^j, ... q^ expressus, erit valor ille 
talis, qui omnibus i aequationibus (or.) $.11 simul satisfacit. Quo invento 
etiam Pi^ Pi^ --Piß quae datae supponuntur functiones ipsarum pi^i, pi^2y •••/^•> 
9i9 ?«9 • • 9m, exprimi possunt per /i/^,, /i/^j, ... p^, ^,, v,, ... q^; et 
pergi potest ad integrationem simultaneam insequentis systematis t+1 aequatio- 
num difTerentialium partialium, quae ex aequationibus (a.) proveniunt, si t+l^ 
loco f ponitur, et cujus aequationes singulae numerum variabilium duabtis uni- 
tatibus minorem continent. 

Aequationes diiferentiales vulgares inter binas variabiles /e^'^ /t'*'^ cet. 
ordinis tamquani auxiliares spectari possunt; dum syslema aequationum dif* 
ferentialium vulgarium («.), quae sunt primi ordinis, sed inter 2(m— i)+l 
variabiles tamquam principale considerari potest. Quod systema principale s! 
per eliminationem variabilium omnium praeter duas earumque differentialia a4 
unam revocas aequalionem dilTerentialem inter duas variabiles, ascendet ea ad 
ordinem 2{m—i) neque ad minorem ascendere potest. Ordo autem aequationis 
cujusvis auxiliaris pendet ab eo, quod inventum est, integral! aequationis auxiliaris 
praecedentis, et prout hoc vel illud inveneris, ordo major aut inferior fieri 
potest, qui tamen ordinem 2(m— aequationis principalis numquam egredi 
potest. Quin etiam e nuraeris //, u% ... exsistere possunt qui evanescant, ita utuna 
ant pluribus aut adeo omnibus integrationibus auxiliaribus omnino supersedeatur. 
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Iniegrationumy quibus totius problemalis soluiio secundum methodum propositam 
absoltaiur, decursus descnbiiur. 

22. 

Si totum negotium inde ab iniiio prosequimur, hie erit rei processas. 

Data pi ut functione ipsarum pit Pzf ... p^y 919 92 ^ - • • gmy quae est aequatio 

differeutialis parlialis proposita, reliqu&e quantitates P2^ p^^ ... Pm ita deter- 

minandae sunt tamquam fiuictiones ipsarum 91, q^^ •.• 9m^ «t evadat expressie 

Pi dqi +P2 rf^2 + • • • +Pmdq^, 
ipsa qnoque pi per q^^ q^^-^qm expressa, differentiale completum; quo facto erit 

V = J^{pidqi+p2dq2'\ \-Pmdqm) 

functio incognita, aequationi differentiali partiali propositae satisfaciens. 

Conditur primum systema aequationum differentialium vulgariumsequens: 

dp^_dPi^ dq^ ^ dp, 
dq, dq^ ' dq, dp, ^ 

\dp^^^ dg, _ dp, 
(1.) Idq.'^dq,' dq, dp,' 



dp^^^dpj^ dgm _. dp, 
dq^ ""ögm' dg, dpm 



Cujus systematis si est integrale quodcunque 



/i — «•n 

designante Oi constantem arbitrariam, ex hac aequatione del6rminatur p2 ut 
functio quantitatum pj^ p^^ ... p^^ 91, 929 ... q^y unde etiam pi ut functio 
earundem quantitatum determinari potest. Ouo facto^ conditur systema aequa- 
tionum differentialium vulgarium sequens: 



jdp,,^dp^ dg, ^ dp, 

I dq, dq, ' dq, dp, ' 

\dp^_dp^ dq, _ dp, 

(2.) ^ dq, - dq, ' dq, ^ dp, ' 

dpm_dp^ dqm _ dp, 

dq, dq^ ' dq, ' dp/ 

Cujus systematis si est integrale 

(f = Constans, 
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fonnantur expressiones 

> ^ c?y dp^ dip dp^ d(p dp^ dq> 

^ öqt "^ dp, dg, "^ dp, dq^ dp^ dq^ 

dpt d(p dp, d(f vp, d<f 

" dq^dp^^Uq^dp^ '" dq^ dp^ ' 

(p"z=z ^y' I ^Pt d(f' dp, dff' dp, dfp' 

^ dp, dq, "^ öp^ dq^ "^ dpm dqn, 

dp, d(f^ dp, dqy dp, d(p' 

dq^ dp, dq, dp^ *" dq^ dp^'^ 

etc. etc. 

usque dam perveniatur ad functionem 

^w = gy^^-^> , dp, d(fi^-'^ dp, a»(A--» dp, g»(.--^> 

^ dq, '^ dp, dq, "^ dp, dq, ^ "^öp« dq^ 

dp, g<y>(i"-') dp, d(fO"-^^ dp, df^^^-^y 

dqs dp, dq, dp, *" dq^, dp^ ' 

quae per antecedentes y, cp'^ if!\ . . . <p^''~'^ et ipsam q-i exprimi polest, quod 
semper evenit pro numero /t^2i»— 4. Si expressio ipsius y^^ est 

formalur aequatio differentialis /t^' ordinis: 

Caius integrale qaodcunque si est 

,f da d*tp d''"V^ 

AU" y» 1^^ 1^' • • • -^j-pr; = «»' 

designante 02 constantein arbitrariank, formatur aequatio: 

f2 = fi{q2, <P, <p', (p'\ ... y^''-") = a„ 
atque ope aequationum 

A = «ii /i = «i • 
exprimuntur /»„ j»,, />j per jb«, ;>s, ... ;j« ^,, ^f,, ... 9^. Quo facto con- 
ditur systema aequationum differentialium vulgarium sequens: 

id?, ög«' dg, öp, ' 

l^-i^L ^ ^ 

(3.) /dg. -dg,' dg. - öp,' 



dq, ög„' dg, öp« 
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Coiiis srystematis integrale si est 

77 = Constans, 
formantar fonctiones: 

77' = gg . dp, dn dp, an dp, an 

aq, ap^ aq^ dp^ dq^ ^öp^ öj, 
_dp^dn^_dp^dn^ dp, dn 

dq^ ap^ aq^ ap^ '*' aq^ ap^ ' 
77" = ag' ■ ap, aw ap, aiv gp, an' 

dq, '^dp, dq, '^ap^ aq, "^'*' öp« öj^ 

_dp^dn^_dp^ dir dp, aw 

dq, dp^ aq, ap, "* aq^ ap^ 

etc. etc. 

Qsque dum perveniatur ad functioneni 

77(o = gg^>--^> . ap, am^'^^ i . i ^p« ^^^'^""'^ 
_dp^dw>^ gp, dm^-^> 

dq^ dp^ *'* ö^r^ öp« ' 

quae per antecedentes /7, 77', 77", . . . 77^""'^ et ipsain ^^ exprimi polest 
existente v^2m—6. Quam expressionem etiam q^ tamquam constans afficere 
potest Scribendo Igitur loco 77 ^''^ hanc expressionem: 

77^^>(^„ 77, 77', ... 77(-'>), 
conditur aequatio diiFerentialis v^' ordinis: 

Cmiis aeqnationis integrale aliquod quodcunque si est 

77| = Constans, 
formantur functiones 

rr' - ^ILm ^p» ^ILm I dp, an, 
"' - aq, + öp, aq, +•••+ dp. ö,. 

^ap^an^ ap, an 

dq^ dp^ *" ÖJm öp„» ' 

. _ an[ ap, dn' ap, an^ 

"' "" 'd^'^'^ dq, ■*" + öp. ög. 

_dp^dni dp, dn; 

dq, dp^ dq„, apn, ' 

etc. etc. 
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usque dum perveniatur ad functionem n^'''\ quae per praecedentes Z/^, /7|\ 
ni\ ... iJ}*'''*^ et ipsam q^ exprimi polest, rursus existente y^<2m--6. 
Quae expressio si est 

T/r (^„ 77., /j;, 77.", . . . nr") 

conditur aequatio differentialis v'^* ordinis: 

cuins unum quaeritur integrale quodcunque 

./ rr dn, d'n, d'''''n,\ _ 

designanle 03 constantem arbitrariam. Quo invento forniatur aequatio 

A = /3(?3, ^1, //;, ^1", • . . nr-'') = «., 

et ope trium aequationum, 

/i = On fi^^'i fs = ^ 
exprimuntur pi, J929 /'j? p^ ut functiones ipsarum ;is^ ... p^^ 91, f?, ... q^. 
Et ita porro. Totum negotium in has integrationes desinit. SciUcet inventis 
per methodum assignatam aequationibus 

in quibus aj, a^, ... a^^, sunt constantes arbitrariae, quarnm unaquaeque a.- 
functiones /*/4.|, /;.,.2, . . . f^^i neque vero ullam eas praecedentem /l, ^^ • • • A 
afficit, exprimantur ope harum aequationum et aequationis differentialis partialis 
propositae pi-^ pi^ ... p^^x ut functiones ipsarum />«, 9», ^f,, ... q^, et pro- 
ponantur aequationes 

dpH.__dpj^ dq^ __ dp^ 

quae quum duo integralia habeant, sit alterum 

rfj = Constans, 
et formenlur functiones 

W = gy^ . dp, dxp dp, dip 
^ dqt dpH, dq^ öq^ dp^ ' 

,; ^ dVf' , dPt d^ dp, dip[^ 
dqt dpn, Qqm dqm öpm ' 

s\ tp' est funclio ipsius yj ipsarumque 92? 93? • • • 9m 9 

yj' = rp^q,, ip) 
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integretur aequatio primi ordinis: 

si vero tp' non 6St functio ipnns ^ iprarumque qt^ q^i • • • 9m ^ certe erit V^' 
functio ipsaram tp^ tp' et quantiiatum 92 ^ 93? • • 9«.^ 

quo casu quaeratur alterum integrale aequationis differentialis secundi ordinis: 

quibus in aequationibns considerantur 93, 94^ ... 9^ ut constantes; sit integrale 
kniiis Tel illius aeqnationis 

tpi = ConstaBs, 

designante V^i priore casu ipsarum 92, tpy posteriore ipsarum 92, v^^ -^ 

functionem, ac restituatur posteriore casu y/' loco -^ in fimctione y^^^ quo 
Cacto formentur rursus functiones 

erit aul v^i ipsarum tpi^ 93, 9^, ... 9«. aul^ si hoc locum non habet^ certe 
ipi ipsarum tpi^ V^^ 93 9 9«^ - - - 9« functio; quaeratur integrale priore casu 
aequationis 

posteriore casu aequationis 



d,; 



- V^: 



1? 



aiquidem in vi' ^^^ V^i ponitur -^, ipsis 94, 95, • . 9. in hac vel Uli 
aequaliöne consideratis ut constantibus ; si integrale quaeöitum est 

\p2 = Constans, 

ac posteriore casu in ^2 loco ^ resütoitar vU »» «"^ "^^ e V^ de- 
ducatar functio 1^4, ex hac ^6 «* i** porro; poslremo ex inventa fimctione 

Jonnial für Mathematik Bd. LX. Heft 1. 



M ^** ^* J' Ja^^bi, mm^m mf0t0äm§ jifif 4i§t%%M ßmüMbn prmm mämm mU 
^^ ) f<f>niMrt8f fwBe6ö 

fiuia ii eft ifmnm ^m^» f»-!? f« (■■ctio. i—tirtMi ortegnle aeqvatioms 
001 minaf, f ora e fau r mäkmc fnetio 

erit yC-3 ipMnm ^».39 ^^j? 9»-i9 9» fmetio; in qua si loco yC-s ponitnr 



Jl^* ^ , quaeratnr integrale aeqaatiooia differentialis secndi ordinia J\^ =^x 



W-Jf 



in hac et Ol« aeqoaüone consideraia 9. ut consUmte; ät integrale qaaesitnm 

in quo posteriore casa reatitnendam est y/l^, loco ^ ^ designante ou-i 

constantem arbitrariam; erit inventa fnnctione /.».i totom negotium finitum. 
Scilicet enitis ex aeqnationibns 

et ex aequatione differentiali partiali proposita ipsanun p^^ Pi^ ^ - Pm vdorilms 
per qr, , q^^ , . . q^ expressis, fit 

Pidqi+ihäq2'\ hp^dq^ 

differratiale exactum atqne 

V =- y{pidqi+p2dq2^ hfmdq^} 

integrale aequationis differentialis partialis propositae, praeter constantem ar- 
bitrariam additione addendam alias m — i constanles ai4>itrarias inyolyena 

Äi, Äi, ... Ä^-i- 

Systemalo aeqaationum differentialium yolgarium revocato ad nnam 
aequationem differentialem inter duas variabiles, ordo systematis secnndum 
hnius aequalionis differentialis ordinem aeslimetur sive secnndum nnmerum 
constanlinm arhitrariamm , qnas integratio eius completa secum fert. lam si 
aeqoationnm differentialium auxiliarium systemata omnia ad summnm ordinem 
aieendont, ad quem ascendere possant, per methodnm antecedentibns pro- 

Mfitam quaerendnm est nnum integrale quodcunque —^ — - systematun 
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aequationum differentialiam inter duas yariabileB; et quidein 

unius (2m -2f ordinifi 
diiarain (2m— 4)** 
trium (2m -6y'' 



m-1 2*" - 

Sed systematum aequationum aaxiliarinm ordo plerumque mnlto inferior evadii; 
qua de re accuratius dicetur, m—i systeniatuni, quae alia post alia couduntur 
alque respective (2fii—2)*V (2m— 4)*', ... 2" ordinis sunt, singulorum unum 
integrale qnaerendum esse; atque insuper pro singuiis systemalis (2m— 2 j)^ 
ordinis formanda esse i—i systemata auxiliaria alia post alia, quae ordinem 
(2m— 2«)*"'" non e^cedunt, plerumque muito inferiwis ordinis sunt, et quorum 
aingniorum unum integrale inyestigandum est. Methodi hattenus notae pos- 
cebant systematis (2m— 2)^' ordinis integrationem completam, quod post unum 
integrale inventum ad integrationem complelam aeqüationis differentialis vul- 
garis inter duas variabiles (2m— 3)*' ordinis reducitur. Dicere solebant Ana- 
lystae, se aequationem differentialem integrasse, quam ad inlegrationes aequa- 
tionum differentialium inferiorum ordinum reduxerint. Hae mente aequatio 
illa (2m— 3)*' ordinis per methodos a me antecedentibus propositas generaliter 
integrata est, quippe ad aequationes ordinis (2m— 4)*' et inferiorum ordinum 
reducta. 

AgUur de demonstraiione theoremaiU IV> , $. 18, quo atitecedenüa nituniur. 
De infpersione operctHonum differentialium, 

23. 

Demonstrandum restat theorema IV., quo analysis antecedens tota 
innititur. Quam demonstrationem pauUo altius repetam. 

Sit f functio n variabilium a^i, X2, . . . o?,, ac proponantur duae ex- 
pressiones: 

BM = B,^+B,^+...+B.^, 

in quibus Ai^ Ai^ . . . atque fi|, B^^ . . . sunt datae ipsarum x^^ x^^ ., . x^ 
fimctiones quaecunque. Ipsae 

5* 
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sunt nolationes mere symbolicae, expressiones notantes, qnae pO0t certas t>pe^ 
rationes circa functionem / transacles {urodeunt; quas operationes primam et 
secundam dicam. Snbiiciamus expressionem B[/] operationi primae, ex- 
pressionem A [/] operationi secundae et expressioues inde prodeuntes alt^ram 
de altera dedacarons, dico, expresrionem 

ALBE/Jl-BrAC/']! 

äifferentialia parlialia secunda funcHonis f »oh continere, sed m ipsmn formam 
redire: 

Nam in altera expressione 

A[B[A]J 

evokta moltiplicatur ^ l ■ per AiBi alque h / , si « et k inter se dfc* 

versi sunt, per AiBß,+Ai,Bi; altera vero expressio quum de altera prodeat, 
^ et i? inter se perroutando qno coefficientes illi non mutantnr, ex utriusqne 
expressionis differentia terminos illos prorsus abire patel. Emitur porro in 
aeqnatione inventa: 

A[B[n]-B[A[n] = ein 
terminus generalis 



dx^ ax^ n-- • ß^^ 

^ dAi n <5i4, jj dÄi 



Statuatur generaliter 
ila ul Sit: 



da?, dx^ * dxn 

A'in = A[A [/]], 

A'in = A[A»[n.], 



ac jjimili modo sil generaliter: 

B'in = BOB'-'r/]], 

porro 

B'A'in -~- B'tA'm], 

A'B*A'm = A>[B^A'[nU 
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ita ut obtineatur ex. gr. expressio 

B-A'B*A''[/^], 

si functio f subjicitur t vicibm iteratis Operation! primae, expressio provenieiis 
k vicibus iteratis Operation i secundae, expressio proveniens / vicibns iteratis 
mrsus Operation! primae, expressio proveniens m vicibus iteratis nirsus Ope- 
ration! secundae. His positis supponamus, expressionem 



p dÄ! o ^^i D d^f 



OJ?, C/X, ÖXn 

identice evanescere pro quolibet iptius i valore, erit identice, quaecunqne sit 

/ functio, 

AB[/] = BA[/], 

siye duarom operationum ordo interverti potest. Unde deduci potest iheorema 

generale expressionem 

B-A'B*A'[/'] 

eandem evasurttm, quicunqve sit opereUionum ordo. 

Ad demonstrandam propositionem praecedentem generalein, observo, fieri 

B*A[/] = B»-»BA[/'] =B*-'AB[/'] 
= B»-»BAB[/] =B»-'AB'[/] 
= B»-»BAB*[/] = B*-'AB»[/'] 
= B»-*BAB»[/]... = BAB*-^[/'] 

»AB*^. 
Unde 

ß» A'f/"] = B* A A'-' [f] = AB* A'-' [f] = AB» A A*"* [/] 

= A AB» A*--'!^] = A'B»A A'-»[/'] 
= A'AB»A'-» [ß = A'B* A A'-*[/] . . . 
= A'-'B»A[/'] = A'-'AB*[/'] = A'B»[/J. 
Hinc eliam eruilur 

A'B»A'[/'] =A'A'B*[/'] =A'+'B»[/"] =B»A'+'[/"] 
B»A'B*A'[/] = B-B» A'+'E/"] = B-+»A'+^[/] 

= A'+'B"+»[^]. 



Unde propontio demonstranda patet. 
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Formula $. cuUecedente inventa alia eia confirmatwr. 

24, 
Propositio inventa, si C/=r. 0« pro qaoiibet ipsias t valore, fiori 

AB[n = BACn 

his considerationibus confirmatur. Sinl Xi^ X2^ ... x^ functiones duaram 
variabilium l et u, quae in ipsa / neque in ipsis Ai, B,- praeterea non in- 
veniantur explicite. Quas functiones snpponamus determinari per aequationea: 



(1.) 



dt ""^*^ 'dt ""^' • • ö< ""^^ 



Quae aequationes, ut locum iiabere possint, fieri debet pro quolibet ipsius t 
valore: 



Sequitur autem e (1.): 
unde etiam 



(2.) ^-^ = C, = 0, 



-|-=A(/], -^-Bin, 



Quae expressiones, quum differeutiationum secundum I et tf institutarum ordo 
inverli possit, inter se aequales existunt. Quod est tbeorema propositum. 



De u$u farmulae intentae in iniegratione aequatumum differentialium 
partialinm linearium. 

25. 
Anlecedentibus erat / funclio quaecunque. * lam supponamus, esse f 
integrale aequationis 

(1.) = ^.^.M,^+-+^a-, 

siye esse / functionem lalem, ut identice habealur 

lam, fi rursns Bg^ B^^ • • • ^» 9unt functiones ipsarum Xi^ Xj^ - - - ^» taler* 
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«1 pro quoHbet ipshts i ealore, idenüce sit 

seqwUnr e propositiane demonstrata, eliam fumtionem 

B[rt = l>,^+ft^+...+ B.^ 

este aequationis (1.) integrale, siee generalius funetionem B'"[/]. Quippe 
fuod ut fiat, identice esse debet 

AB-[/] = 0. 
Sed quom sint quantitates C, = 0, fit identice 

AB-Cr] = B-Am, 
quae expressio identice evanescit, quum ex hypothesi expressio A[/] identice 
evanescat. 

Fieri potest, ut expressio B[/] et ipsa identice evanescat sive constanti 
aequalis evadat. Quod yero si locum non habet, cog^nitis ipsis B^^ B^^... B^ 
e quoYis integrali aequationis (1.) 97=/alterum 9> = B[/] deduci potest, ex 
hoc, posito novo integrali in locum prioris, tertium 9^=B^[/'] et ita porro. Sed 
quum constet aequationem (1.) plura quam n— 1 inlegralia non habere a so 
independentia, habemus propositionem, 
fj pro quovis ipsius i ealore sit 

Fi dÄ; j^ dÄj jj dÄj 

* 6x, ^ dx^ "* * dx» ' 

atque 

inter functiones f, B[/], B'[/], ... B*~*[/'] unam eelplures aequationes 
dariy qua$ ipsae Xi^ a^^ ... x^ non ingrediuntur. 

Amtecedentium in aequationes problematis proposUi applicatio. Tkeorema generale 

expressiones [qp^t^] concemens. 

26. 
lam ipsis Ai^ Ai^ ... A^y Bi^ i?2* • • • B^ valores quosdam tribuamus 
parliculares^ quibus fit, ut expressiones C; omnes ejusdem functionis evadant 
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differeniiaiia partialia. Quam deinde expressionem si evanescere statuimoa, 
etiam ipsae Ci pro omnibiis ipsius i valoribus evanescunt, quae est conditio 
requisita. Initio autem geueraliorem propositionem condam. In finem pro- 
positum pono 

n = 2iii, 

atque in loco variabilium independentiHni Xi^ x^^ ... x^ introduce syslema 
duplex variabilium 

atque statuo: 

A[/] = .4';^+^^|f^-.•.+x^ 

I i' ^f I A^ ^^ I ... I A' ^^ 

ABi/'j-BAcn = cm = 

siquidem ipsi ik sab signo JS vaiores 1, 2, ... m tribuontvr. lam ut expressiones 
sub signo S evadant differentialia partialia ejosdem expressionis, statno 



tandem sit: 



His positis, fit 



B'i = ^. fil = 



unde 
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Unde etiam permatando A el B, (p et rp ül: 

r, dq> dtp 

* ^ik *"^ ^Pi 

ideoque 

k \ dq^ dpi^ dp^ dq^ ) 



c? = 



dp, 

Permutando p et q^ onde simul permutari debent A et A^, B et B^^ mutatur 
etiam Cl in C/. Unde formuia praecedens suppeditat permutando p e\ q: 

82 \ ^y ^^ ^y dtp ) 

*^' - dq, 

Designabo sequenlibus per [^ 9>] expressionem sequentem: 

'■" ^J ^q^ dp^ ^ dq, dp^ ^ ^ dq» dp^ 

df_d^ dl_d^ df Ö9 

öp, ^q^ dpt ög, 'Bp^dq^'' 

mute erit 

Qua introducta nolatione iam erit pro iis, quos ipsis Aiy Bi, A], Bl valorefli 
^ibuimus : 

BCn = [/;v], 
ABm = [[/;v],y], 
BA[r] = [[/;y],v]- 

Porro 

Ouibus substitatis valoribus fit 

ein = i[<p>^in 

Unde tandem formuia supra inventa 

\B[n-^A[n = ein 

in hanc abit: 

quae concinnius sie exhibelur: 

sive habetur: 

Joanud fUr Mathemaük Bd. LX. Heftl. 6 
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Theorema V. 
Generaüter designetury qnaecunque sint R et S ipsarum qi^ q^^ ... q^, 
Pi'i P2'> ' ' ' Pm functionesy per signum \R,S] kaec expresrio: 

TD cn 5ä ds . dR es ^ . dR es 

_oR^dS___ dR^dS^ dR dS 

dp, dq, \lp^ dq^ '" dp^dq^'^ 

ponatur 
eril ideiiüce: 

Quod est gravissimum theorema. 

De systemate aequatianum di/feretUialium eulgarium, quod aequationi [f, 9>] t= 
respondeai, de eiusque tertio integräli e binU qfiibtislibet inveniendo, 

27. 
Sit f data functio^ erit aequatio 

aequatio difTerentialis partialis, cui functio q> saiisfacere debet. Atqne notunt 
est, obtineri omnes fnnctiones (p aequationi 



(!■) 



|0 = tA.]=f^+^^+...+^^ 

df dqf df dq> of dq> 



satisfacientes, si quaeruntur integralia systemalis aequationum differentialium 
vulgarium sequentis: 

Idpi : dpi : ••• : dp^ : dq^ : dq2 : ••• : dq^ = 
dq, ' dq^ ' ' dq^, ' dp, * öp, ' ' dp^ 

Quoties enim huius systematis aequationum differentialium vulgarium integrale 
quodcunque est 

(p = CoRSt., 

erit q) functio aequationi (1.) satisfaciens. lam sit 

rp = Const. 

alterum integrale quodcunque aequationum (2.), erit identioe: 
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tnye si notationem $. antecedentis adhibitam rursus adhibemus: 

Hoc autem casu aequatio identica theoremate Y. proposita in hanc abit: 

Uiide seqoitur, aequationum (2.) integrale quoque esse 

F = [(fy yj] = Const. ; 
«iye habetur 

Theorema VI. 

Sint 

if = Const. 9 1// = Const. 

duo integralia quaecunque aequationum: 

äpi : dp2 : — : dp^ : dq^ : dq2 : — : dq^ = 

dq^ ' öy, * • öJh, • öp, * c)p, 
6n7 aequatio: 

terlium integrale eiusdem aequationum differentialium f>ulgarium systemaHs. 

DihundaHones drca Aearema §. antecedente propogiium, 

28. 
Antecedentibus eyenire potest, ut functio [(f^y^] in quantitatem cou- 
atantem slye generalius in ipsarum (p el yj functionem abeat, quo casu e dnobus 
integralibus inyentis tertium ratione quam theoremate praecedente indicayi 
non deriyatur. Sed obseryo, hos casus tantum ut exceptionales considerandos 
esse. Generaliter dicere debemus e duobu$ integralibus aequationum: 

dqtidqii...: dq^: dp^ : dp^ :...\ dp^ = 

dfldU_^ .dV^.^dJl^ _dU_^ du 

öp, ' öp, dp^ * ö^f, ' dq^ dqm 

deduci po8$e per solas differentiaHones tertium^ ex hoc combincdo cum dnobus 
propositis quartum et quintum, etc. etc, ita ut e datis duobus integralibus 
per solas operaHones differentiationis per partes cuncta deducantur proposili 
aequoHomum diff'erentialium eulgarium systematis tntegralia. Scilicet, si aequa- 

6» 



dq> dip 


dqmdpm 
dq> duf 
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tionum propositanim integralia, quorum numerus 2ifi— 1, haec sunt: 

designantibus ai, th^ ••• (hm^i conslantes arbitrarias, quae ipsas fimctionea* 
fii, ti2 9 ... fhm-^i non ingrediuntur, erit expressio generalis duorum integralium: 

(t#, , «2 , . . . «2— i) = Const. , 
0i(i#,, ifj, ,..fi2^_,) = Const. 

Ac, nisi functionibus 0, @i formae quaedam particulares conciliantur, semper 
eveniet, ut ex bis duobus integraiibus 

6 = Const. , 0, = Const. 

per metbodum tbeoremate praecedente propositam identidem repetitam cuncta 
integralia proveniant. Ac reapse semper infinitis modis bina ejusmodi inte- 
gralia, = Const., 0^ = Const. , assignare licet, e quibus per operationes pro- 
positas cuncta reliqua derivari possunt. Id quod eo majoris momenti est, quum 
systema aequationuro differentialium vulgarium propositum idem est, cuius 
integratio motnm suppeditat numeri cuiuslibet punctorum materialium, quae 
viribus qulbuscunque attractionum seu repulsionum soUicitantur, ac praeterea 
quibuscunque conditionibus subiecta sunt. Ad theoremata antecedentia V. et VI. 
perveni necessitate quadam coactus, dum inquirerem, quinam Sit aequationum 
(a.) §. 11 babitus et quaenam compositio, quibus eveniat, ut omnibus simul 
una eademque functione pi^i satisfacere liceat. Nam boc fieri posse aliunde 
constabat, quum satis notum esset, extare functionem V aequationi differentiali 
partiali propositae satisfacientem, quae m—i constantes arbitrarias inyolvat, 
unde etiam patebat, inveniri posse praeter aequationem illaro propositam aliafii 
III— 1 aequationes inter quantitates ^i, 92? ••• 9«^ Pn p2^ ••• Pm, totidem 
constantes arbitrarias involventes. Hinc rursus concludis, semper dari functionem 
Pi^i aequationibus (a.) omnibus simul satisfacientem eamque continere posse 
constantem arbilrariam. Inquirens autem in conditiones possibilitatis eiusmodi 
integrationis simultaneae quum ad tbeorema fundamentale VI. delapsus essem, 
ingenue fateor, tbeorema illud me per aliquod tempus pro inyento plane novo 
babuisse. Quid enim magis mirum fingi potest ac paene fidem superans, quam 
quod inde sequitur et mox yidebimus, in omnibus problenuitibus mechanids, tu 
qtäbus eirium viearum consereoHo locum habet, gener aliter e duobus i»- 
tegralibus praeter prindpium iliud ineentis reliqua omnia absque uUa ulteriore 
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imtegratione ineeniri po$$ef Hoc theorema quomodo notum crederes, quum in 
nullo Tractata Mechanico, in nuUo Tractatu Analytico, in quo de integratione 
aequationum differenUalium agitur, reperiator, quum tarnen ubiqne tamqaam 
summum Calculi Integralis inventuia circumferri deberet. Attamen invemum 
illud — ipso nescio auctore dicam? — inde ab annis novem et yiginti*) factum 
e^t ab ill. Poissan^ quippe qnod prorsus idem est atque propositio illa, in formulis 
eins perturbatorüs, quibus differentialia elementorum perturbatorum lineariter 
exprimuntur per diffefentialia partialia functionis perturbatricis respectu elemen- 
tonim sumla, coefficientes per quos differentialia illa partialia functionis per- 
turbatricis multiplicantur, et quorum formatio eadem atque expressionum [(p, y/] 
n yiro ill. inventa est, a tempore t liberos esse sive soiorum elementorum 
esse functiones. Quae propositio vix pro nova et memorabili habebatur; nam 
quum formulae perturbatoriae Lagrangianae et Pois^onianae aliae aliarum in- 
yersae sint et quum de suis formulis ill, La^range iam coefficientium a tempore 
independentiam demonstrasset, res sponte de Poissonianis formulis palebat seu 
certe mathematicis nihil habere videbatur, quod admirationem movere possit. 
Scilicet sola formatio differentialium elementorum perturbatorum curabatur, et 
quum formulae Lagrangianae eum in finem commodiores censerentur, formulae 
Poissonianae et propositio lUa stupenda nonnisi ut propter demonstrationis 
difßcultatem memorabiles obiter citabanlur. Nemo, quantum scio, suscepit, pro- 
positionem illam per se examinare, nullo ad theoriam perturiiationum respectu 
habito, quod si quis fecisset, fugere eum non potuisset, quantum sit eins in 
tractando imperturbato problemate momentum, eamque esse totius Mechanicae 
Analyticae gravissimam propositionem cuius analoga per totum Calculum In- 
tegralem non extat. 111. Lagrange dum in Mech. Anal. (Vol. II, sectVIII, art. 6) 
memorat, in formulis perturbatoriis Poissonkmis coefficientes differentialium 
partialium functionis perturbatricis a tempore independentes esse, ^sed demon^^ 
atratio directa^ addit, ^huios proprietätis singularis fit perdifificilis , uti yidere 
licet in pulchra commentatione Gl. Poissan inserta tomo VIII Diarii Scholae 
Polytechnicae, ac nemo unquam fortasse eam quaesitum ivisset, nisi antea con- 
slasset de veritate huius theorematis^. Videmus ipsum summum magistrum 



^) Commentatio citata lucem vidit mense Decembri anni 1809; unde iam com- 
mentationem, quam leg^, tub finem anni 1838 tcriptam esse conjicis. Quod etiam cum 
eo consentaneum est, c^uod formularum quanmdam in hac conunentatione traditarum 
in nota mentio fit sub die 21"*® mensis Novembris anni 1838 cum Academia scientiarum 
Berolinensi communicata. Cf. finem §.70. C 



46 C. G, J. Jaeobiy nova methodus aequai. different. partiaUs prtmt ordkm Megrandi. 

ne suspicatiim quidem esse, quid sit id, quod re yera theorema singulare reddaL 
Habemus hie praeclarum exemplum, nisi animo praeformata aint prohlemata^ 
fieri posse, ut yel ante oculos posita gravissima inventa non videamus. For- 
maverat ill. Poisson e binis integralibus per differentiationes partiales coefficientes 
fonnularum, quibus elementorum perturbatorum differentialia exprimuntur, eosque 
a tempore liberos esse docuit. Sed quum animi mathematicorum toti in for- 
mulas perturbatorias intenti essent, huins inventi id tanium ut memorabile 
notabatur, eoefficientes formularum perturbatoriarum a tempore non pendere, 
non id multo raagis admirabile, e binis integralibuis per differentiationes partiales 
formari posse expressionem tertiam a tempore non pendentera. Cuiusmodi 
tarnen expressio generaliter est tertium integrale. Putabatur ea propositio nihil 
noYi suppeditare ultra Lagrangiana inventa, quum propositionis Lagrangianae, 
quae tamquam aequivatens considerabatur, in imperturbato problemate omnino 
nullus usus Sit, nisi quod, uti ipse autor eiusmodi usum circumspiciens innuit, 
eins propositionis ope examinare liceat, an inventae expressiones coordinatarum 
per elementa et tempus iustae sint. At propositio, ad quam differentialia 
elementorum perturbatorum directe quaerens pervenit ill. Poüsany summi mo- 
menti est in indagandis ipsis problematis imperturbati integralibus, eique tamquam 
fondamento snperstraere contingit theoriam plane novam integrationis pro- 
blematum mechanicorum, in quibus principium conservationis virium vivarum 
Yttlet, ac generalius omnium problematum, quae ad integrationem aequationis 
differenlialis partialis primi ordinis revocari possunt, ad quae demonstrari potest 
etiam problemata isoperimetriea maxime generalia pertinere. Et quamvis fere 
totum hoc opuscnlum illo innitatur fundamento ac maxime versetur in enucleandis 
proprietatibus functionum [9>^V^], quae tertium integrale formatum e duobus 
propositis sire coefficientes formularum perturbatoriarum ab ill. Poisson tradi- 
tamm suppeditant: tamen longe abesse credo, ut omnia exhauriat, quae ex 
hoc fönte in integrationem aequationum differentialium dynamicamm redundare 
possint, immo plurima gravissima curas posteriores exspectant. 

Quum Omnibus casibus et utile sit nee elegantia careat, propositiones 
omnes ad meras identitates revocare, theorema VI. tamquam CoroUarium de-> 
duxi de aequatione identica nova et simplicissima , quam theoremate V. pro- 
posui et quae ad alias quoque quaestiones usui esse potest. Revertimur ad 
propositum. 
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Demomtratio theorematis IV. 
29. 
Ex theoremate VI. deducamus theorema IV.. qiiod demonstratu pro- 
posituiD est, et quo nova methodus nostra aequationes diSerentiales partiales 
primi ordinis inter numerum quemeunque variabilium integrandi innitebatur. 
Docet theorema VI., si ideutice sit: 

fore eliam identice 

[A [% V] 1 - 0. 

Unde etiani permntando (p ei f sequitnr, si identice sit 
fore eliam 

[.<p,[f,y']] = 0. 

Designantibus x ei l binos quoscunque e numeris 1, 2, 3, ... t inter 
se diversos, statuamus, fnnctionem / e variabilibus ^i, ^2, ... q-,, pi^ pi-, • • ■ Pi 
tanlum continere duas q^, qi, ac praelerea functioni 9) adhuc tenninuin —p„, 
fonctioni rf> terminum —px addilione innctum esse, ila ut sit: 



ÖP, 



Hinc erit 



(1.) 



iv>n = 



dq> _ dtp _ _ . 

'd^~~ dPi~ 

dtp df , dg) df 



(2-) 



bfJ] = 



Sf 
^ 



öf 



dg) df 

dp.^i.dqi+i 

dxit df 



dqi+2 dp._^^ 
Bfp df 



dxp df 



dm df 



porro 



(3.) 
Ooibns ipsarum 



^1x 
dtif 



dPi+i dqi^_, 
d(p du> 



6qi+, ^p,+, 

cv df 

i2 



dg> dtp 



dq> dtp 



dtp dtp 



^9, öPi+t öq.,i dpf^, dq.^, 

[y>,rh iy'>rh [v,v] 



'Ö9- 


dpm 


dq> 


df 


dp. 


Sqn.' 


, dtp df 


+ 5^ 


dp^ 


d\p 


of 


öp„ 


dq^^ 


d(p 


ötp 


' dq^ 


dpm 


d<p ö\p 



dpm Cfqm 
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valoribus subslitutis, docet propositio praecedeos, designantibm €p et ^f tales 
ipsarum q^, qx, qj^i, qi^^, • • ?m, Pi^i, Pi-^2, Pm fimctianes, qttae $atU^ 
fadatU aequoHoni: 

"" "Wi öqf_^i dPi^i ^?H2 ^^/+2 dqn^dpm 

d\p dq> dxfß dtf dtff dtp dt/f 

^"~^P/+i ^^/-fi ^^Pii-2 ^^ dp^dq^' 



ubi Sit 



integrale aequationis: 



r = F 



fore exprettionem 



- gy ^F d(p dF 



dxli df . ötff df 



[dq^ 


dpm 


oq, 


dF 


■ dp. 


aj„' 


, öv df 


^öq^ 


dp« 


B^f df 



df dtfi dt dtp df 

^91 ^P/H-i ö?;+i ^Pm-7 ^fl^/+2 

eiusdem aequationis alterum integrale. Quod est theorema IV. , siquidem loco 
q> eX xfj scribitur p^, et pi atque ^ loco F. Unde iaiD, quae demonstranda 
reslabant, demonstrata sunt. 



Quum antecedentia forma quarta conditionum integrabilitatis inniianiur, ioffi «1 
problema eariis raiionibus condaiur, reditur ad formam primarn. 

30. 
Methodo integrationis propositae dilucidationes addam. 
Sit 

/^ = «. 
designante a conslantem, aequalio differenlialis parlialis proposita; inventae 
sunt per methodum propositam aequationes 

/i = «l? fl=-ai. , . /In-l — Ö^~I9 

e quibus propositae iunclis, delerminandae eranl fi, jpa, ... f- «* ipsanim 
A'm ?2 , ... 9« functiones. Eratque 
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/ fiuictio ipsarum ;>i, /»2, ;>i, /»♦, j»«, ?i, g,, ... q^, 

fi fimctio ipBarura a, p„ Pi, p*, p., ^i, jr,, ... 7,, 

fi fimctio ipsarum a, a„ />,, p,, p«, 9,, ja, . . . j«, 

/i ftmctio ipsarum a, a,, «b, p*, P-, ^1, ?ii, ... ?., 

/•«_, fimctio ipsarum a, a,, . . . a„_j, />»_,, p„, 9,, ^„ . . . «r«, 

^^1 functio ipsarum a, a,, ... a._j, a^j, p„ ^i, jTj, ... y,. 

Quantitates Ai, 02, ... a._, suni constantes arbilrariae, a est constans data, 

quam nnUitati aequiparare licet, quam tarnen uniformttalis gratia conservo. 

Determinatis ex aequalionibus 

f= «j A = »M fi =Ol-> • • • f.-i = 0.-1 
ipsis pi, pa, . . . Pi per p,+,, p;^.,, ... p», ^,, gt, ... gr«, fimctio /; numero » 
•eqaationum (</.) $.17 identice satisfaciebat, unde etiam functio p,.,.,, ex aequa- 
tione fi = ai expressa per p.^.}, pi+^, . . . p^, ^i, 9,, ... 9., satisfaciebat t 
aequationibus («.) $.11. At si ope aequationum 

f=a, A = ai, • • • /i_i=o,_i 
non p,, P2, ... p, per reliquas quantitates p,v,.i, p,+2, ... p^, j,, j,, ... jf,, 
8ed, quemadmodum in theoremate I. $. 6 factum est, e primis i qoantitatnm 

Pn Pt") Pji • • • P»5 ?n 9»» • • • ^» 
imaquaeque per inseqnentes exhibetur, ita ut ex aequatione f=a exprimatur 
pi per Pt, Pj etc., e fi = ai exprimatur pi per p3, p^ etc., e fi = ai ex- 
primatur Pj per P4, ps etc.: tum vidimus initio huius commentationis numemmt 
«eqaationum («.) cum totidem convenire sequentibus: 

öp;+, , dp, öp,.^,^ ap, dpi^ 



/o = 



«+i 



+ 



dp, 



dpt dq* 

dp, <9Pi+i 



= 






ÖP, ög, 

dp, ÖP,+, 



(o.) 



öp. 



+ 



dp, ^P.+i 



dPt dq, ^ dp^ dq, 

dp, ^P.+i dp, ^Pf+i 

dqi+i dq._^_, Öp.^j ög^ %+» 



f- + 



^P. ^P, 
dp» dg« 

dp, dPi+i 

ög« öp, 

dp« dg. 

.^_^P.+j ^ 

dqm dpm 







+ 



dPi+i dp. dpi^.^ dpi dp..^, 
dg, "*■ dp,^, dg,.^, "^ ^;;;7 dg,^, 
dp. dpi ^p,^^ dpi dp,^t 



Jounua fdr MiUhemmtik Bd. LX. Heftl. 



^Pi ^f-n 
dp« dg« 

dg» dpm 
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Qaae sunt ipme aequationes (a.) in iheoremate I. propositae, siqiiideiii in 
(heoremate illo statnitur ^==t-f1 atqae loco t siiccessive ponnntiir numeri 
1, 2, 3, ... f. E cpiibus ipsis aequaiionibus (a.) snpra aequaUones (a.) de- 
dnctae sunt. 



Iniroducfis funciionibus f, quae in solutione problematig singulae comtantibus aequamiwr, 
aequaiionibus »upra adkibiiis fornui communis Ifi^fi^l =0 condliaiur. 



31. 
MuIliplicemiiA j aequaUones praecedentes per 



^P;,, "^ ' öp.4, ^Pf ' 






atque sola in eas dilTerentialia partialia functionum fy fi^ fz^ -^ fi intfodacanuis, 
quod per aequationes f^a, fi^a^^ fi^<*2', ••- fi = Oi licet. Qno facto 
indnent aequationes praecedentes haue ronnam: 



(«'.) 



= 



= 



jr_ df, df df, i)f df. 

^_f^ df_JJi 

öp. ÖjT, "^ dp, öq, "^ dp, dq^ "^ 

_JL.3. gr. ^fi 



c^p» 


dqm 




ÖPm 


1 ^'i 


öfi 


' öp. 


dqm 


ö/-. 


ön 



dqm dp^ » 



dp. dq. "^ Öp.^, ^^ S^ö?,.^,. ^* 






dq-.+y ^,+1 %w öp.-^, dq^ dp^ ' 

Quum fuBcliones /"^ quantitates pi, Pi-, • ' • Pt non invoivant, has aequationes 
omnes in eandem formam redigere licet sequentem: 



C G. J. Jacobi, nota metkodys aequat different. parüales primi erdinis iniegraudi 51 

,'o= JLILj.JL3.^...,JL^ 

fjp, 6q, ' dpt Ö9, "^ öp. ög, 

§LJ!L ..jiL3. ?A. .^Tl 



(a^) 



dp^ dq, cJp^ oq, dp,,, oq^ 

On^, df, df,^, df. df,^, df, ^ 



dq^ dp^ dq^ dp^ dq^ dp^ 

Termini cnim qui^ ut eadem forma aequalionum omnium sii, addendi eranU 
sua sponte evanescuni. £ notatione antecedentibus proposita aequatione^ prae- 
cedentes sie exhibentur: 

Gousideremus unam aequalionum praccqdentium: 

in qua k quemcunque e numeris 0, 1, 2, . . . i— 1 designat Designante n 
«num e numeris 0, 1, ... •— 1, continebil sive allera sive utraque fiinctio 
fiy fk constantem a^. Cuius in iocum si pouimos fanctionem f, constanti illi 
aequivalentem, abit expressio [/), /i] in hanc: 

quum expressio accedens 

da^ öfl/'-''-J 
aponte evanescat. Sed ex aequationibus (a"^) et e systemate aequationum, 
qoae ipsnm systenia aequationum (a"^) antecedunt^ sive ad minores ipsius i 
Talores pertinent, sequitor: 

[A,A] = o, [/;,A] = 0. 

Unde videmns, aequationem 

euidem formam relinere, si in formandis differentialibus partialibus functionum 
/ii tk in loeum constantis alicuias a«^ quam fimctiones illae involnml, fimctio 

7» 
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aequivalens subslituitur /,. Si n iiiias e numeris k, k+i^ ... j— 1, altera 
Functio fk constantem a« non conlinet, quo igitur casu in demonstratione prae- 

cedente ponendam est ^ — = 0, sive termini in ^— multiplicati rejiciendi. 

Prorsus eadem ratione demonstratur, aequationem 

immuiatam manere, si in altera functionum //^ ^ relineatur a«^ in altera in 
locum eins functio /. substituatur. 

Si eodem modo cum reliquis constantibus arbitrariis a^s, quas functiones 
fiy fk involvunt^ deducis propositionem generalem: aeqmMones 

[/:>A] = o 

adhuc ealere, si in altera aut in utraque funcHone fi, ft^ ante differentiatiane^ 
partiales instituendas in locum unius eel plurium eel omnium constantium arhi-^ 
trariarum, quas contmenty functiones aequivalentes substituantuTy seu generalius, 
quascunque mutationes functiones f,^ f^ ante differentifUiones partiales factas 
auxilio aequationum f=ay f^ = ai^ ... /i^i = a^^i subeanL Quae propositio 
etiam e theoremate II. §.12 derivari potuisset. 

E forma aUata aequationes f. f4 [Hi, Hk] = denuo obtinentur. Systema aequaiionfim 
differentialium eulgarium, cuius aequationes Ei = ConsL sunt' iniegralia. 

32. 
Si in aequationibus 

f=z a, fi = ai, /i = «2, . • . Ai— 1 = «m-^i 
e quaque functione fi ope aequationum 

constantes a^ Oi, 02, . . . a/.i, quas // continet, eliminantur atque functio inde 
proveniens vocatur 

Hi = /;, 

obtinemus aequationes 

H=a^ Hi = ai^ H^^a^^ ... H^^i = a^^i^ 

in quibus Hi sunt functiones ipsarum Pi^ p2^ ... Pm^ 9m 92^ ••• 9m absqne 
Ullis constantibus arbitrariis. Pro illis autem functionibus aequationes 

identicae evadere debent, quum expressio ad laevam nuUam constantem arbitrariam 
contineat. Quas aequationes supra §. 14. iam dedi, ubi Hj, hi loco ///.i^ 0^.1 
scriptum erat. Adhibitis functionibus H propositio antecedens sie enunciari potest: 
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Wilere aequationem 

[Hi,H,] = 0, 

quaecunque nariabiUnm p^^ p2^ etc. e funcHonibus Hi, H^ ope aequationum 

H=a, Hi^Oi^ ... J7«_i = a,^i ante differentiationes partiaks instüuenda» 

etinUnatae sint, swe quascunque mutaHanes ape harvm aequationum functiones 

Hiy Hk subierint. 

Ex aequationibus 

sequitur, aequationes 

H=a, fli = ai, H2=a2^ ... Ä^.-i = o«-i 
esse m integralia systematis aequationum differentialiuin vulgarium: 

dqi : dq^:. . : dq^ : dpi : dp^ : . . . : dp^ = 

Öp, ' dp^ dp^ ' ^q^ ' dq^ 9^,« ' 

in quibus H eadem est functio, quam supra f vocavi. Unde etiani aequationes 

/=«, fi = ai^ fi^'Oi^ ... /«-i = o»-i^ 
quae cum aequationibus Ulis conveninnt, tamquam systema m aequationum in- 
tegralium systematis aequationum differentialium vulgarium praecedentis con- 
siderari possunt. Sed quum systema hoc habeat 2m— 1 integralia, restat ut 
reliqüa m— 1 indagentur. Eum in finem observo sequentia. 

Systematis aequationum differentialium tulgarium propositi reiiqua integraüa 

invesligantur. 

33. 

Aequationes f=a, /l = o^, ... /;._j = a^_, sive aequationes H^a, 

J/i = ai, H2 = ch'i • • . ffm^i = »«^-1 it« formatae sunt, ut, expressis earum bene- 

ficio ipsis pi^ p2^ ' ' Pm per ^i, ^^^ • • ^my expressio 

Piäqi+p,dq2 + '' +p^dq^ 
evadat dilTerentiale completum. Valores Uli ipsarum pi, p2^ ... Pm praeter 
variabiles 9n 92^ - - gm adhue involvunt constantem a et constantes arbilrarias 
Ol, 02, ... a^^i. Secundum quarum unam a/^ si expressionem 

Pidqi+Pidq.-i h/^-rf?« 

differentiamus, prodibit expressio 

qoM et ipsa differeiitiale completum esse debet. Itan vero «x aequatione 



nova quaesita: 
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qaae est aequatio differentialis partialis proposita, sequitur differentiando se- 
cundum a^: 

Unde ex aequationibus differentialibus vulgaribus propositis 

^ ^ ^ ^Pi <^P« dp^ 

deducere possumus aequaiionem : 

in qua est expressio ad laevarn differentiale completum. Quo inlegrato positia- 
que in locum ipsins a/ valoribus ejus Oi, 02^ . . . a«_i, prodeunt tn—i integraiia 

in quibus sunl 6,^ 6^, ... ö^-i conslantes novac arbitrariae. 

Systema aequationum differentialium vulgarium ita proposilum est, ut 
differentialia variabiiium datis qnantitatibus existant proportionalia. Fingatur 
differentiale auxiliare dt, cuius ope quantitates proportionales evadani inter se 
aequales^ unde systema proposilum fit: 

dt ~ dp, ' dt ^ dp^^ • • • rf« "" ^' 

dt "' dq,' dt ^ dq^^ ' ' * * "" 5^' 



Hinc fit 



^,,.+^,,,+...+^ 



~ \dp, da "^öp. da "f" "^öp. äö"!'*'' 
At differentiando aequationem propositam f=a secundum a prodit: 

5p, da "*'3p, öo ^ ^ap, da ~ *' 
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unde aequatio antecedens abit in sequentem: 

Guius pars ad laevam est differentiale exaclum. Hinc videmus ut quantitas 
auxiliaris t obtineatur per solas qnadratnras^ non esse necessarium, ut omnes 
quantitates pi^ p^^ - - Pm» 9i? 9i? • • • 9m P^r unam ex eanim numero ex- 
primantur, alque tum ex nna aequationum düTerentialium propositarum, ex. gr. 
ex aeqnalione 

dt - -^ 

dp, 
valor ipsius / per quadraturam eruatur, sed expressis Pif P2^ - - - Pm ope 
aequationum f = a^ f^ = a^^ ... f„.i = a^_i per q^^ q^^ ... q^^, haberi t 
per aeqaationeni 

in qua b est nova constans arbitraria. 

De aniecedentibus theorema conditur. Designatis Ulis quae desiderabaniur integralibus 
per fl = 6;, tel Ei = 6^., expressianum [JB., H^], [H!, Hll valares indagmUur. 

34. 
Si V est integrale aeqnulioms differentialis partialis propositae, 

fiqi-^ qi-^ ... gm, Pi^ Pi^ • . Pm) = », 
quäle ineemlur per ($equationem 

V =^ J^{pidq^-\-p2dq^-\ Vp^dq^]^ 

iss qua pi^p2^ ... p„ ope aequationum f= a, fi = «m A = «b^ . . . fm^i = o— 4 
per 9i, ^2 9 • • - gm expressae sunt, licet integralia aequationum diff'erenHaBum 

f>ulgarium 

dq^ ^ Of_ dq^ _ df_ dq^ _ _öf 

dt vp, 'dt dp^'^ ' ' ' dl dp'^"^ 

dp^ _ df , dp^^^.^ dp„ --- df 

dt dq, 'dt dq^' ' ' ' dt dq^ ' 

hoc modo repraesentarCy 

dV ÖV dV _ 
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in qtdbus a^ Oi, Ott, ... a^^i^ b, 6|, 629 • • • b^^i iu$U 2m canstamte8 arbi- 
tranige. Unde integraiio completa est. 

TbeoremlEi praecedens gravissimum, iam olim a me demonstratam, .est 
amplificatio alins theorematis ab iU. Hamilton inventi, quo primus aequationes 
differentiales vulgares dynamicas ad aequationes differeniiaies partiales revocavit. 
Sed ille binas simul adbjbuit aequationes differentiales partiales, quo praeter 
necessitatem problema intricabatur. Eratque eo tempore integratio aequationis 
differentialis partialis f=a problema multo difficilius et quod mullo plures 
postulabat integrationes quam integratio systematis aequationum differentialium 
Tulgarium, quae simul sunt aequationes differentiales dynamicae 

dt dp.' dt "^J"' 

Qua de re tum temporis vir ill. multo magis aequationum differentialium par- 
tialium integrationem quam dynamicam promovisse existimandus erat. Neque 
vero viri illustris merito derogatum esse volo. Summum enim videtur quam 
in omni scientia tum in analysi mathematica nexus novus patefactus inter ea, 
quae nuUo vinculo videbantur coniuncta. 

Statuamus, designante i unum quemlibet e numeris 0, 1^ 2, ... m— 1: 

et quemadmodum supra (§. 32.^) suppositum est, e functione //., prodire functio- 
nem j7i-m si in functione illa loco constantium a, a^^ Oj, ... a,-^, quas 
continet, ponantur functiones-if^ i^i, Ha^ ... i%_2, ita iam supponamus, e 
functionibus /;Li prodire functiones J^Li^ si loco constantium a^ Gi^ flb^ • • . a.^i, 
quas continent, ponantur respective fanctiones H, H^^ H^^ ... J/,^|, ita ut 
eUmi m funetiones J/j, J/J, . . . Hi^i sint ipsamm ^1, ^21 • • . qm, Pi^ />29 . . . Pm 
functiones, eonstantes a, ai, ... a«^i non continentes. Designantibus i, k 
binos quoslibet e numeris 0, 1, 2, ... m-^1, erat identice 

[Ä, Äi] = 0; 
iam valorem expressionum 

investigemus. 

Ac primum observo, in expressione illa loco iffx poni posse functio- 
nem fi, e qua H^ obtinetur ponendo loco a, ai, Oj, ... a«_i funetiones /; 
A^ A^ ••• /m-i* Etenim, si eandem substitutionem facimus, postquam ex«* 
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pressiones [iSTi^A]? -J^-i ^^ •• • . formatae sunt, identice fit, sicuti e 
da da^ oOm.! 

formatione expressionis [Hi^Hk] facile seqoitur: 

Unde, expressionibus 

identice evanescentibiui, quum insiiper functio fi solas 91 , 929 • • • fm? ^^ ^^i? • • ^m-i 
neque quautitates pi^ pi^ • - • Pm contineat: 

Unde habetur 

riquidem in fünctione Hi in locum variabilium pn /'2, . . . f« ad formandum 

differentiale partiale ^ ' substituuntor eorum valores, qui obtinentur ex 
aeqnationibus: 

me erit identice [Hi, HlJ^O^ quoties i et k dieersi sunt, atque = — 1, 
Qnod attinet ad valores expressionum 

[a;. Hl], 

primum observo, haberi per easdem considerationes, quibus antecedentibus 
an somus, 

eamqne aequationem identicam fieri^ si post formatam expressionem [Hi, f^] 
in ea loco ipsanim a^ ai^ a,, . . . a^^t restituamus functiones H, H^^ . . . H^^^. 
Quod si in fine operationum sig^nis nostris indicatarum efficimus, fit identice : 

porro antecedentibus vidimus, si t et k diversi sint, fieri: 

[H„ A] = 0: 

jMiail fir Mathenatik Bd.LX. Heft 1. 8 



M ci?.y./*<«K 



V 



rc}»««HV atum 'J.. Q ia nfeAiB ak«. ^mm bc^k /; ae^ae /J 
f.. ^,. . f^ VMam mmt -. ^ade. «i I et A ister se äversi saaL fl 



*. = _iL ^ = _iL *=^ = __eL 

2« 



tfc compmwim tarnt, ml hihmemäo ipan i et k tmtora 1, 2. 3, ...m, idemtiee sit: 

[ir,ir.j = o. iB.,ff,: = o. 

me si i et k hiter je dieeni rmmt, 

dem^me 

Qoae sunt propositioBes ia tkeoria nostra fwmimmrmtmlet. 



D^ Morfijk^ffef f^^wmlmrmm prmefedemiimm, fva opvt esf, li fmmeiw f ipsam eowfnief 
roriflMm f, ^iMe smpn t0mqmam OMxiikuris spedabahur. 

35. 
Supposoimiis^ ia systemate aequatiomim propositarum : 

i ^ ^^SL *i sL 

V*' di " cpr dt c^, ' 

runcUoiiem ^ ipsas tanlum ^,. 7:. ... q,,. Pi^ P7, Pm neque quantitatem I 
coiiliiiert\ Sed facile isle casus^ qiio f etiam t ccmtinet, ad praecedentem 
revocatur. Statuamus enim in praecedentibös variabilibus jTm ?»? ••• ?• «^• 

crdon> varlabilem /, unde posito 

OK 
vi 

iliiim 9tatueadum erit: 

^2) dV = •»A+jii^«+p»rf^+-+p,rfy«. 



C. G. J. Jacobi, nava methodu» aequai. differeni. partiale^ pnmi ordinis integrandi. 59 

Insuper in aequatione differentiali partiati proposita loco f scribator u-rf, ita 
ut evadat iUa: 

(3.) ii+/=a sive .^ = -/^.fa*), 

functione f inyolvente ipsam t neque vero ipsam ti. His statutis mutationibus 
fbrmalae propositae sponte ad casum patent, quo f ipsam t involvit. Nam 
quuni Sit 

du ~ *' dt '^'W' 

d(u+n ^ df dCu + n ^ df 

dq. Bq. ' (9/1. dp^ ' 

aequationes differenliales vulgares, quarum integrationem vidimus §§. 32, 33 
pendere ab integratione aequationis differentialis partialis propositae, hae evadunt: 

dl:dqx : rf^a • • . • • äq^ : du : rfpi : dpi : . . • : dp^ = 

'dp.'öp^ öpm ' di ' dq, ' dq^ dq^ '' 

quae eaedem sunt atque aequationes (1.), accedenle, si placet, aequatione 

^^'^ dt dt 

Praeter aequationem propositam u+f=^a sint 

(5.) fi=a,, A = «2, ... /: = «« 
integralia aequationum (1.) per methodum a me supra propositam indaganda. 
E quibus ipsae u, Pit Pi^ "- Pm P^r ^ 9o 92? -> 9» ita determinantur, ut fiat 

udt+pidqi+p2dq,^ [-p^dq^ 

expressio integrabilis. Numerus aequationum (5.) unitate maior est atque in 
quaestionibus praecedentibus, quum variabiiibus independentibus ^j, 9,, ... q^ 
accesserit nova variabilis /. Ac per regulam praescriptam erit /*i==ai integrale 
quodcunque aequationum (1.); in quibus quum neque u neque constans a ob- 
veniat, etiam f^ neque u neque a continebit, idemque valebit de functionibus 
A, /i, ... A. Quarum /Jeril funclio ipsarum/^,, p,+i, ... p^, t, q^^ ^,, ... q^^ 
ai, 02, ... a;^|. Si in /s loco «i restituimus functionem /i, prodeat f^^H^t^ 
si in fs loco ai, ai rei^tituimus functiones /i, ^2? prodeat f^^^H^^ et ita porro. 
Unde generaliter fit Hi functio ipsarum p^^ p^^ ... p^y t, qi^ q2^ . . . q^ b 
constantibus arbitrariis vacua. quae ope aequationum ^^ai, /2=a2) .••/i.i=a/.t 



*) Constaatem a per totam disquisitionem sequentem etiam =0 ponere licet. 

8* 
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ipai fi adqnalid evadit. In locuip igitur aequationiiiii (9.) hae qaoque adhiberi 
possmit: 

(6,) Hi = ai^ Hi^^ai^ . . • H^ = a^, 
quae et ipsa enint aeq[aatioiiniii (1.) integralia, Invenlis aequationibus (5.) 
earanque ope expressis f, Pi^ Pi^ ... p^ per qnantitates t, q^^ gi^ . . ^«^ 
«19 ih^ ... a», habentur e $. 34 reliqiia integralia aequationum (1.): 



(■>■) 



Z =/!-?£■«+■& *«-&''.+ -+^''»-l = »-. 



designantibus 6|, 62 , ... 6.. novas constantes arbitrarias. 
Aeqnatio, quae e §. 34 addi potest, 

if = '+». 

hie mere identica evadit; nam qnum expressiones ipsarum f, pi, p2^ ... p^ 
constantem a non conlineant, atque sit u^a—f^ eraimus differentiaiido (2«) 
secundum a et integrando: 

da y** 

quod aequationem praecedentem sponte suppeditat. 

Si in functionibus p— , ^— , . . . •^— loco ipsarum ai, o^, . • . a^ 

ponimus functiones Hi^ H^^ ... H^, functiones inde prodeantes vocemus mraos 

H[^ H2^ ... Hi. Tarn, pro bis functionibus sicuti supra, valebunt aequationas 

[H,, H,] = 0, [H,, H,] - 0, [Hl, Hl] = 0, 

si quidem nolatione 

i<P, ^] 
semper designamus expressionein 

dtp dyt dtf dy/ dip dtp 

Wi'dq^~'^'^ft ^^' 
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Quamgoam enim casu, quem hie consideramos, variabilUins 

^M ?2 9 • • • qmf Pl^ Pl'i • • • Pm 

•ccedmit variabiles 

unde yideri posset, aequatlonibus praecedentibus decedere debere terminos e 
differentiatione seeundum has variabiles pro venieutes : nallo tarnen modo in 
formandis expressionibus 

[Hi,H,], [Hi,u,u mm] 

opus est, ut habeamus respeetuin ad variabilem / fiinctiones Hi, Hi affieientem 
atque etiam respeetu buius difFerentiationes partiales instituamus. Nam quum fün- 
etiones Hi, Hj non eontineant ipsam u, evanescunt termini, qui addendi forent, 



et du dt du ' 

dB'. dH'j^ da[ dH'. 

dt du dt du 

Si ponitnr 

aolis expressionibus 

tennini accednnt provenientes e differentiatione respeetu ipsanim t, u institata. 
Habetur enim, quam f ipsam « non involvat, 

6H _ . 

onde termini addendi valores obünent sequentes: 

dt "^tT Ot du ' "■ ö« ' 
SH dB'. dH. i)H dH, 



Unde sequilnr: 



dt du c't au dt 



dB'. dB: 



Qoae formnlae etiam inde deducnntur, quod sint aeqnationes 

J5r, = Const., /f/ = Const. 



62 C. Ci> J.Jacobi, noea tnethodus aequai. di/fereni. parüalei pnmi ardimis mtegrandi. 
integralia aeqnationum differentiAliiim proposilaniin, 

dt '^'Spl'' dt "■ öj. ' 
ita nt, Bubstitutis his aequationibus, identice fiat 

dt ^' «ft "' 

quod fonnulas praecedentes suppeditat. Si ponimns analogiam notationis ad- 
bibitae senrantes 

manent aequationes 

quum functiones H', Ili^ Hl ipsam u non involyant, ideoque termini addendi 
evanescant. Quod altinet ad expressionem 

observo eam evanescere, quia H' niiUam contineat variabilium 

^1, ?29 • . • ?m^ Pit P2^ ... Pm 

aed imieam L 

Appticatio in aequaiumes dpuxmcoi. Quae $ub Lagrangiana forma proponuntur. 

36. 
In fonnam aequationnm differentialiam vulgarium propositarum 

^-^ ^Pi _ df 
dt dp. ^ dt dq. 

aequationes differentiales dynamicas revocari posse omnibus casibus, quibus 
principium minimae actionia sive principium conservalionis virium yivaram locum 
habeat, primus, quantum scio, ill. Hamilton Aoeml. Adstruam primum formulas 
dynamicas generales Lagrangianas ex iisque deinde formulas propositas deducam. 
Proponantur n puncta mateiialia, quorum massae mi, tih^ ... m.; sint 
^15 ^f^ *i coordinatae orthogonales puncti, cuius massa ni;; ac sollicitetur 
punctum illud secundum directiones axium coordinatarum viribus Xi, Y.^ Zi^ 
erunt problemata mechanica, quae hie consideramus et pro quibus dicta prin- 
cipia valent, ea, in quibus expressio 

extensa ad omnia n corpora^ est differentiale completum. Cuius integrale si 
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Yocatnr U^ enint aequationes differentiales dynamicae contentae hac aequatione 
symbolica 

fd*X' d*i/. d*i. \ 

Gui satisfieri debet per variationes omnes virtuales dx^, dyi^ d%i^ sivc per 
variationes conditiones non turbantes, quibus n puncta materialia subiecta sunt. 
Id quod docuit olim ill. Lagrange combinando principium (fAlemberti cum 
principio velocitatam virtualium. Posito autem 

dt ~^'^ 'W^'' di -^'^ 
fit aequatio illa symbolica: 

qaae, posita semissi virium vivarum 
sie etiam repraesentari potest: 

Stataendo U-{-T=R, banc aequationem ita exhibeamus: 

id quod licet, quum U quantitates xi, y-, «i omnino non contineat. Exprimamus 
3» quantitates xi^ gi, Zi per m alias quantitates ji, q^^ ... q^ sitque rursus 

«' - '^' 
^> - -w 

facile probatur expressa etiam R per ^i, ^j, ... q^, g^, q^^ ... q„ fieri: 

i , , 

Habetur eiiim 
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-^'1^- ^r"^^ ö^~+"öir •5^1'^^'+ 

j ÖÄ öx.. ^n dy. dR d», I 



At qoam sit 

erit 

ande 









ax ax. . c^y,. dy, d»; d%. 

a^j ^9i' d^i dq^"» dq^ a?, ' 



_.f_aji_j9«^ _aÄ__öy^ _aji_^l _ 

^'\dx\ dq,^ dy; dq, +-a»; dq, S " 
v)i*_ ^ . i'Ä_ ^y) , öÄ ö»- ) _ dR 

-'M a*; a?; + dy'. "ä^"*'~ä^"S^i - "^^ 
ideoqae 

quod pcobandum erat. Habemu igitur, expre^sa R per novas qaantitates q^y 
t(iy aeqnationem 

.1 a«^ , aji . , , a« . i 

Si 71 est numerus aequationum conditionaliuBi, quibus 3ii coordinalae satirfacere 
debent, fieri debet i» aut =3ii-'7r aut > 3ii— tt. Si m=3ii— tt+v, desi^ante 
y numerum positivuin, habetur inter ^uantitates ^i, ^2) • • • 9m numerus r aequatio- 
num conditionalium, unde (otidem emergunt inter yariätiones dqi^ ^^i, ... dq^ 
aequationes conditionales. Acprimum quidem, existente m=^—n^ quantitates 
9i? 92? ' • • 9m a se invicem iudependentes sunt ideoque variationes dq^^ dq^^ ... dq„ 
prorsus arbitrariae. Hoc igitur easu ex aequatione praecedenti symbolica hoc 
ftuit aequationum differentialium systema: 

dR 
^97 



"1-- 


a« 


dR 


dR dq^ 


dt ' 


dq,- 


dt ' • 


■ ■ a^« ~ dt 
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Hac fonna aeqaationes differentiales dynamieae iam in editione prima Mechamcae 
LagrangioMe propositae inveniuntiir. 

Forma Hamiltomana aequationum dynamicarum derwatur; quae cum sysiemate supra 
canriderato congmiL Tkeorema VL de teriio iniegrali e binis quibuslibei inceniendo 

appticatur in systema dynctmicum. 

37. 
At ill. Paision in laudatissima commentatione de Variatiane ConstanHum 
(Journal de l'Ecole Polyt. Cah. XY) loco quantitatum ^i, 929 • • • g'm alias in 
formulas dynamicas introdnxit, 

dJl du dR 

P'^wr '''^wr ' • ■ ^"•"^' 

Qoibas ipsis variabilibns adhibitis in locum functionis R ill. Hamilton novam 
introduxit functionem: 

Qua fonctione per qi^ 9,, ... q^, pi^ ^2? ••• p» expressa, ubi aimul has 
omnes quantitates variamus, obtinemas: 

du = ?i^fi+ q^SpiA Vqm^Pfn 

dR j. dR ^ dR ^ 



dq, ^* dq^ ^^ og, 

Evanescit enim expressio 

Pl^qi+ P2^q2'\ h Pmiq'm 

Expresdo ipsios dH inveuta iam suppeditat differentialia partialia fonctionis H 
secnndum novas variabiles samta sequentia: 

BE _ , BH _ , 8H _ . 

BH BR BH 3R BH BR 



Bqi ög, ' Bq^ Ö9, ' ' * ' ög, ög, ' 

Qnibns valoribus substitatis, vice versa R e fonctione H oblinetur performolam: 

Ä = ptq'i -\-p2q'2 -\ hp»q'm —B 

BH , BH . , BH u 

Jownal fttr lbtliem«tik Bd. LX. Heft. 1. 9 
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Introductis igitur quantitatibas ^i, 929 * • • ?»^ P19 /^9 •••/>» ut rwriabilibas, 
aequatio inventa symbolica iam haec evadit: 

Facta variatione et differentiatione et substitutis valoribos 

OH 

venit in aequaiionis praecedentis utraque parte expressio 

♦ cJSr , m off . «, dB 

qua reiecta, haue nanciscimnr formulam: 

iidH . , dB ^ , , au jf \ 

Si m = Sn—7ty designante n numenim aequationum conditionalimn , qnibna 
coordinatae punctoriim materialium satisfacere debent, quantitates gg^ ^29 ••• 9« 
a se invicem prorsus independentes sunt, earomque variationes dqi^ dq^^ ... dq^ 
omnes arbitrariae. Quo casu ex (1.) fluimt aequationes differentiales dynamicae 
in varidMlibus ^i, q^^ ... q^^ pi^ pi^ ... p^ exhibilae: 

dp, '^ dt ^ dp^" di ^ • • ' dp^^ di '^ 

dH^_dp, SB _dpj^ du _ dp^ 

Qua forma primus ill. Hamilton aequationes dynamicas exbibuit, neque pamm 

inde commodi in Mechanicam Analyticam redundasse existimo. Observaverat 

do. • 
iam 1. c. m. Pai$son, valores ipsarum -^= 9>* P^p quantitates qi, pi expressos 

ita comparatos esse, ut habeatur 

öq) ^ dq^ 

■^ dPi ' 

(Journal de TEcoIe Polyt. Gab. XY, pag. 275), quae ad finem sibi propositum 
sufficiebant forraulae. E formulis (2.) statim etiam sequentes fluunt: 

dp» 
siquidem rursus p| == —- ponimus. 
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Forma HamiUomama aequationum differentialium dynamicarüm eadem 
ert atqae aytAematis* aequationum differentialium vulgarinm, cnins inlogrationem 
anpra docui $$. 33, 84. 

Si in aequatione Bupra (§. 36 (1.)) probate 

in locnm ipsoruir dxi, dyi, Ssi, ^9« simul ponimas x't, y'i, Sj, q],, quod licet, 
quam aeqaationes conditionales supponantar ipsam t non involvere, eruimos.: 

Unde aobstituto valore R = 7+ U9 quum sit 

dR dT _ , dR _ dT _ f dR BT 

prodit: 

2r= -S— yi = H+R = J5r+ r+ u. 

In applicationibns igitur ad dynamicam. est fnnctio iT ipsi T-^U aeqnalis, unde 
aeqnatio 

in qua h est constans arbitraria, est ipsa aeqnatio consefrationem eirium eiearum 
concemens. 

Docet theorema VI. supra probatum, si habentur aequationum (2.) duo 
alia integralia quaecunque 

y = a, 1^ = 6, 
in quibus a et 6 sunt constantes arbitrariae ipsas (p et yß non affieientes, inde 
generaliter deduci integrale novum: 

öjp d^ dtp dt/ß dq> dip 

Sa^famUitr probhma de expressione [9, V'] per maiorem variabUium numerum 
^ibenda^ inter quas aequaüones conditionales datae sunt 

38. 
Quum propter rei utilitatem tum propter egregiam eins difficult&tem tum 
quia accurate examinare iuvat, quaecunque speclant adexpres8ionem[9,v/] tantis 

9» 
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proprietatibus gaudentem, investig abo hie expressionem, quam indiiit [ip^ y/]^ si 
in ea loco quantitatum ^i^ 929 • • • 9») & se independentiom restituimtiir 9n coor- 
dinatae Xi, tfi^ zi, quae datis conditionibus quibuscunque 'satisfacere debent, 
sive generalius introducitur maioF numerus variabilium §1, §2^ • • • Sfiy inter 
quas numerus ,a— i?» relationum locum habent. In hoc problemate suppdnitur, 
ipsas 9> et t^ ut functiones ipsarum Si^ S^^ • • • €^ et quantitatum 
w _ d^ ^, _ d^ ^, _ rf|^ 

^*"" A ' ^*"" A ' • • • ^A«"-"dr 
datas esse, atque ipsius [(py rp] expressio investiganda talis esse debet, ut nuUae 
in ea inveniantur quantitates, ad quarum formationem efficiendam datae esse 
debent relationes, quibus quantitates Si^ ^29 •••1^ ^^ 9i9 ^29 • • • 9» idiae 
per alias determinantur, ita ut in formula investiganda nufla variabilium 
9i9 92 'i • • • gm vestigia remaneant. lam problema accuratius exponam. 
Problema propositum hoc est: 

Sint inter /t quantitates li, ^29 ••• ^^ öatae aequationes conditionales 
numero /n—m, 

F=0, * = 0, etc., 
unde etiam inter ipsas §[^ ^29 • • • S'^ habentur aequationes 
dF _ dF ., dF ^ . ^'^ ^' ^ 



dt ~ e^, ^»^ 61. ^^^ ^ ö|^ ''- 



Quum inter ^ quantitates Sn ^29 • • • ^/* datae sint fi—m aequationes con- 
ditionales, exprimi possunt quantitates illae per m quantitates ^i, 929 • • • 9» & 
se invicem independentes. Unde posito 

«^» = "dT' 
exprimi etiam possunt quantitates li, ^29 ••• £^ per 919 929 ••• 9mf 919 929 ••• 9'm 
ope formularum 

Sit etiam R functio quaecunque ipsarum li, I29 • • • S^» SU £39 • * • ^fty &tqu® 

posUoque 
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exprimatar jETper Sn ^29 • • • ^/i> ^i? ^29 • • • v^, qua expressione differentiata 
respective secundom Vj, Vi^ ... v^ sequitur ex analysi supra tradita vice 
yersa obtineri quantitates ipsis ^, §'2^ ... 1^ aequales, sive fieri 

j^i oH w» da j^f eil 

Unde cognila expressione illa ipsios H, habetur expressio ipsias A per li , 1} , . . . $^, 
i/i, v,, ... v^ ope formulae 

o dH , dB . , BH u 

Substitutis iam expressionibns ipsarum li, ^39 ... ^^ per qi^ qi^ * . . qm atque 
expressionibus ipsarum li, I29 ... £^ per q^^ q^^ ... 9«,^ fi, 9,9 • • • 9!^ ex- 
hibeatur R per bas 2m quantitates; quo facto demonstratur prorsus eadem 
ratione atque formula (1.) §.36 demonstrata est, haec aequatio: 

,dR-,dR, , , dR 

Unde expressa R per 9^, 92, ... 9., ^l, ^i, ... q'^, fanctio H per easdem 
quantitates sie exhibetnr: 

w _r dR , ^, dR , , , öR „ 

Posito 

dR dil dJl 

exprimatnr H per qi, qt, . • ' g», Pi^ Pn • " Pm* qua expressione differentiata 
secandnm pt, pt, ... p«, vice versa obtinentor qaanlitatet ipris qU g'n ■-■ 9'm 
•eqoales sive liabentnr aeqoationes 

dH . dB . dB 

Unde erit 

_ dB , dB . ,, dB „ 

f^ - ''^■^^''^-d;r,+"-^''''-öF,-^ 

dB . dB , . dB „ 

ffis poritis sint ip, y> binae fnnctiones qnaeamqme ipsarum li, Ii, ... (^, 
fi» ^, . . • S),,* qnibus expressis per ^,, ^„ ... ^,, q\^ ^i, ... yl, ae deind« 
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ope aequationum 

SR dR dR 

lisdem expressis per ^j, 929 - • • 9»^ fi^ Pi^ • • • Pmy formetur expressio 

Lr^ ^J dq, dp, dq^ oft ^ ^dq» dp^ 

dq> dtff d(f dyß dtp dtp 

^^dq, ^ dp^'dq^ ' dp^ dq^ * 

Functiones 9)^ tfß etiam per quantitates li, ^29 • • • €]u^ t;j, 1/2, . . t;^ exhiberi 

possimt. Quibns cognitis expressionibus, quaeritur: 

^^dat%9 expressionibus trium funcHomm H, <p, ip per quantitates Si^ f,? ••• ^^^ 

Vi^ t;,, . . . t;^ a<9tfe aequalionibu»^ quae inier ipsas li, &) • • • 1^ tocvm 

habenty 

F = 0, * = 0, etc., 

neque eero cognitis relaHonihuSy qmhus quantitates Si^ §2^ . . §^ per 
aHas independentes ^i, ^29 • • • 9» determinantur y inbenire ealorem ex- 
pressums 

Qnod est problema propositum. 

39. 
Exposition! problematis antecedentis has addam dilucidationes. Quanti- 
tatum Si, ß, R> Ä, 9, V' expressiones per q^^ q^y ... 9,, pi^ ^21 • • • />• 
sunt prorsQS determinatae, simolac relationes datae sunt, qnanim ope ad* 
yocatis . aequationibus F=0) ^^0, ... qnantitates I19 ^29 •«• ^^ P^r ffn 
^, ... q^ exhiberi possnnt. At expressiones ipsarom qiy pi, ^-^ R, B, V,y 
pw fi, §29 ••• ?/!> ^19 ^29 ••. t;^ ope aeqnationum F=0, * = 0, ... et 
qnae ex iis differentiatione deducuntnr, variis modis immntari possnnt. Agamus 
primum de determinationie qnantitatum t;; per ipsas Siy li atqne de formatione 
fnnctionis H per ipsas Siy Vf exprimenda. Qna in re proficisci debemus a 
fnnctione Ry qnae erat fiinctio qnaecnnqne ipsamm Si^ ^. Posito 



N 
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fnnctioiii R addi possunt expressiones F, 4^, . .. F\ 4^V • • • P^i* factoreg 

arbitrarios it^ )U, . . . X|, /ij, . . . multiplicatae, qidppe quae expressiones ex 

hypothesi rant evanescentes. Et maxime dislinguendum erit, an ipsi R rali 

lennini iLF+/u*4---, an eliam termini iliF'+jUi*'+»- addantnr. Nam casn 

priore valores ipsarum 

dR 

prorsus iidem mauent, seu potius alias non patiuntor mntaliones, nisi quod iis 
tennini in fimctiones evanescentes Fy 4^y . . multiplicati accedant. Unde etlam 
vice versa expressiones ipsarum §i atque functionnm Ry H per quantitatea 
^iy Vi nonnisi easdem mutationes subeunt, scilicet tennini per qnantilates F,4^y... 
multiplicati iis accedunt neque vero termini in F\ <P'y ... ductL 

At longe secus evenit, si functioni R etiam termini liF'+fii^^'-^^^* 
addantnr. Et fimclio quidem 

valorem carte numericum non mutabit, quum sil identice: 

Sed qnantitates Vi non tantum formam additione expressionum evanescentium 
nutabmit) aed alios adeo valores numericos induunt Quippe quae evadnnt 

omissis terminis evanescentibus: 

Qua de re etiam forma fonctionis H per ipsas ii, v; expressa aUas sobire 
debet mutationes praeter accessum fonctionum evanescentinm, qanm valor ipsius 
^immutatas manere debeat, dum quantitates Vi^Vt, ... v^, quae fnncttonea B 
ingredinntur, alios valores induant. Ut mutationes accuratius indicem, sit 
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mit porro ^ quantitates, in quas ipsae Vi abeunt, si loco R ponitor 

Tum erit 

Vi = v^-li-L,; 
porro posito 

abit if in expressionem 

oinissis quantitatiboa se mutuo destraentibus 

atque in termino primo JSfloco ipsanim v; positis valoribos t^— Ij— £,-. Qoibas 
adhibitis expressionibus sine iniilto negotio invenitnr, qnod fieri debet, 

öw; ~ dv. ~ *'• 
Rejeclis enim tenniiiis evanescentibos fit 

porro, quam omnes solaram |{ fiinctiones secundnm t^' differentiatae evanescant, 

Unde rejectis terminis se mutuo destraentibus, prodit forarala demonstranda: 

dB* __ dB 

5iJr ~" dv. * 

quae valet pro quolibet indids t valore. Apposui antecedentia, quamquam ad 
propositl problemalis Solutionen non necessaria, sicuti innui, ad dilucidationem 
rel; prona enim est in bac quaestione ad errores via. 
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Etiam fünctiones (p ei tp variis modis mutari possunt addendo iis tor« 
BÜBOS in F, *, . • . F', *', ... multiplicatos, sive expressis ip,rp, sicuti re- 
qniritur, per quantitates ft, v;, addendo terminos multiplicatos in F, *, ... A, By ... 
aiqoidem per A, By . . . designamus valores ipsarum F\ *', ... per quanti- 
tates ^iy Vi exhibitos, scilicet expressiones, 

dF dH , dF dH , . dF 3H 



A = 



dl dv, ^ dl dv, "^ ^ dL dv. ' 



Quae expressiones quum evanescere debeant, sunt ^ = 0, £ = 0, ... aeqna- 
tiones conditionales, quae inter ipsas l, Vi locum habent. 

Ante omnia bene tenendum est, e variis quidem formis, quas fnnctio R 
per aequationes F= 0, * = 0, ... F' = 0, ^>' — 0, ... induere polest, quam- 
cunque eligi posse; sed hac electa atque ratione praescripta inde deductis 
expressionibus ipsarum v^ per quantitates ^i, ^- atque functionis H per quanti- 
tates l^ Vi^ supponi, has expressiones per aequationes illas non denuo mutari. 
Alioqui enim in infinites errores delaberemur. 

Expressionum quaesUiWum formaHo ad duarum tummarum determinaiianem reeocaiur. 

40. 
Adstruam primum aequationes, quibus quantitates Vi determinantur per 
ipsas qi et pi, siquidem data est expressio functionis H per ipsas Si et Vi 
atque expressiones quantitatum l per ipsas qi. Habemus 

ideoqoe 
Quum habeatur 

qaia in expressione ipsius §i por quantitates qt, q^ ipsa q'^ tantum lineariter 

obvenit atque in -3-^ dacta, fit: 

5. ÖÄ öl, _ öB ö^ _ ^ 

JoWMl flr B(ikthem«Uk Bd.LX. Heftl. 10 



74 CL 6. J. Jae0bi,, mata weiküdus at^maL diftrtmL 
ideoqae: 

Qmm Tero positnm sit» 

ea dR __ 

Mfsatio praecedens sie repraesentari polol: 

hk aeqMÜOBe (1.) TariatioMS Jf«^ Jf,^ . . . dq^ fnmaa 
iater Tarialiones (f^j, <?&, . . . ^f^ loau hakort ^— i 

Qaa de re qnantitates ]9; qnidem per §i, Vi, sed bob yuwtftates v,- per 
ex aeifutione (1.) deterariantor. Habentv eniai e (1.) 

Ai dctonriHaCkman coiq^lelMi lyM u u » v; praeter m aef rfw i M pmuifeuU» 
•Aibcri i«bent ju— m ae^aatioiws seqaeiites: 

^ . ar dB , dw dB , , er ob 

(^') A « d*l^cB,d^dB, e^ dB 




CmM0 MiimtHMrikw (1.) et (3.), ^ibw ^wotilate* V| 

I tmmänomm wnfMiUmm eammam ^mHiUm [y>y] pM» f — 'gt, «« 
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Fit 

dq. M^ dq. "^ ö|, Öq^ '^""^Siu öq. 

d(p ^v^ dq> dv^ d<p dv^ 

6p. 'Si^^'^'Sv^ dp.'^''"^ev^ dp/ 

Bis duabos expresüonibQS mHltiplicatis habetur valor ipsius -J^ 4^ , e quo 

permutando (p ei yj valor ipsius ^ -^ prodil; quibus subductis, habetur valor 
expressionis 

d<p dxff dq> d\f) 
'Wi'^^Wi'Sq'i^ 

e quo, tribuendo ipsi t valores 1, 2, .. . iti et summando, prodit expressio 
ipsius [^^V^] sequens: 



(3.) 



r./) ,iA - j^i ^y ^V' dtp difßl ö^t dvj^, 

'^ \dv:i 



^^k ^^k^ ^^k' ^^k ' ^9i ^Pi 
In qua expressione sab signo summatorio tribuendi sunt indicibus Ar et k' 
valores 1, 2, ... /^^ atque indici i valores i^ 2^ ... m. Summam posteriorem 
sie quoque exhibere licet: 

dq> dtp i dv^ dv^, oVj^, dv^ | 

dvj^ dv^ \ dq. dp. dq7 dp. S ' 

lam pro quibuslibet datis valoribus ipsarum k et Ar' investigemus valorem 
summarum simplicium: 

' ög. dp. dq, dp, "^ o^ öp, "^ '""^ Ö^. öp« ' 

'\dq. dp. dq. dp. S dq, dp, '^^ dq^ dp, ^dq^dp^ 

dvj^, dvj^ dvi^, dv^ dv^, öv^ 

"^dp^'^dq^dp^ ^öp~* 

In quibus summis non ipsae v^^ v^^ ... v^, sed tantum differentialia eomm 
partialia secundum quantitates piy qi sumta inveniuntur. lam quaeram, quo-* 
nodo binae summae per solas 1^ St^ • • • l^> ^m ^2? . • • v^ exhibeantur. 

10» 
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Summarum propositarum prior determinatur. 

41. 

Sunt quantitates Si prorsus detenninatae functiones ipsarum q,,; nam 
etsi Sk maiore sint nomero ipsis ^a V^m per illas expressae supponiiiitar, 
possnnt tarnen advocatis aequationibus F=0^ ^ = etc. inter ipsas fit datis, 
vice versa ipsae Sk p^r q^ modo prorsns determinato exprimi, Qoae ex- 
pressiones ipsas pk nullo modo involvunt. Contra sunt ipsae Vj^ functiones 
ipsamm qj, et pk per (1.) et (2.) determinatae. Quibns observatis, diffe- 
rentietiir (1.) secundnm p,-; prodit: 



(4.) 



■äi,+- 



+^^L 



dpi '^ ^dpi 

Ex hac aeqnatione et ex aequationibus (3.) et ipsis secundum pi differentiatis 
nancisciniur aequationes sequentes, quarum numerus est ju et e quibus ipsarum 

dVf dVf 

dpr dpr 



-J^ valores determinari possunt: 



(5.) 



r 


dv, dl 


4.^"»^^+...- 


, dVf, di^ 


dpi dq, 

ov, ol 


^ öp, dq, ^- 


, dv^ diu 


dpf dq^ 


^dp.dq, + - 


t- dp, dq, ' 


1 = 

/ 


dv, ai, 


i.^''*^^.+..._ 


dVf4 S^ft 


dp. dqf 


^dp.dq,+ " 


^ dPi dq, ' 


© © © . 
11 II II . 


dv, di, _ 


U^"' ^^' +...A 


dv^ <3|^ 


dpj dqm 

dv, dA 


^dp,dq^+-^ 


^dp.dq^' 

dVf, dA 


dp. dv, 
dv, dB 


^dp,dv,+' ^ 


^ dp, dv, ' 
dVf, dB 


dp. CV^ 


^ üp, dv, ^ 


^ dp, dv, •> 



Eiusmodi aequationnm linearium eruimus m systemata ponendo loco t numeros 
1, 2, ... m; quae systemata multiplicemus respeclive per 

et post mnltiplicationem factam institnamos additionem. Tum adhibita notatione 
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sequente, in qua k et k' inter se diversi accipiuntur: 



.) 



invemmos: 



(7.) 



Bit öv^. ölj c?t>^. 



^q^ dp, ^ dq, dp^ 






ö|j dvi, 



~^ dPt dq, dp, 
=. #-*H 



Öqm dpm 



== l+*i 



frf 



^«..t^jö|^;t, + ... + ^kÄ, 



= 



öl 



5f. 



Ö?. 



M* 






= -3^ *.+-#- Ä,+. 



a$/ 



Ö.4 



dB 



dvi 



dq«, '*' ' dq» 
dB ..dB 



«u> 






dB 



dv. 



dv^ 



kf,. 



\ 



Harnm aeqaationnin resolntio revoeari potest ad aliaram, qaanim numenis 
tantom est fi—m site idem atque aequationam conditionaliom f =0, ^=0, etc. 
Habetur enlm: 



(8.) 



mnltiplicatoribus il|^\ i!^^\ 
aequationes: 



(9.) 



. , quoruni numerus est fi—m, determmatis per 



dB . i(») I A j(*) ■ 



dv, 



riqoidrai: 
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(10.) { dF dB ÖF dB dF dB_ 

. d0^ dB ,ön^^dB^ d0 dB 

^^"- dl "^^ Ög. öi;. +""'"(91^ dv^' 

Aequalitas coefficientium th et bx facile patet ex expressionibus ipsarum A et B 
§. 40 (2.) propositis. Invenitor enim utriusque expressionis idem valor: 

_ A _ T- dF d0 d'H 

ipsis k et Ar' valoribus 1, 2, ... fi tributis. Generaliter aequationes lineares (9.), 
ad quarum resolutionem investigatio ipsanim &i, k^^ ... k^, redncta est, ita 
comparatae sunt, ut series verticales et horizontales coefficientium eaedem sint. 
Qnae porro coefficientes tantum ab ipsis fonctionibus JP^ 4>, etc. neqne ab indice 
k vel k pendent; index tarnen k afficit aequationum (9.) partes constantes* 
Posito igitnr: 

(11.) .(*) . dA ^ . dB ^ 



1— ^ = -^; 



'•* dv, '^^^^>^ dv, 



emis m systemata eiusmodi formulamm tribnendo ipsi k valores 1, 2, ... m^ 
ipsis coefficientibus A immutatis manentibus. Cetemm e noto theoremate 
algebraico fit 

sive etiam in aequationibns (11.) coefficientium series horizontales eaedem sunt 
atque verticales. 

Agitur de altera summa determinanda. 
42. 
E duabus summis simplicibus 

'dq, dp,' ^M-g^öp, S^dp.h 
quarum valores §. 40. vidimus investigandos esse, alteram antecedentibus deter- 
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minavi seu certe ad alias revocavi quantitates l[^\ k[^\ . . . quae per resolo'-» 
tionem /a-^m aequationum linearium inveniuntur. lam alteram investigemus 
snmmain sioiplicem 

'^dq. dp. dq, dp.S^ 

cuius complicatior fit expressio. 

Slatuamus, e sequentibus ju aequalionibus linearibus: 

1* = •5S-°'+^''+-+ä^"" 



,^ dÄ ■ dA , , dA 

AT dB , dB , , dB 



obtineri resolutione facta incognitaruin u^^ Uxy ^ . * u^, valores sequentes: 

Si in aequationibas (12.) ponitur üf/^l^ reliquae autem omnea ifi, M,, ... Jf^^ 
A/i, iVa, ... praeter üf^ evanescunt, aequationes illae eaedem fiant alque 

aequationes (5.), e qaibus valores ipsamm -^r-^, ^-^, ... ^-^ petendi sunt, 

sive fit 

yel generaliter 

dp, 
Unde facta aequationum (12.) resolutione obtinenlur incognitarum tfi^ »2, . .. n^ 
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Dotarea sequeates: 



(13.) 



op, dp. 



dv, 






dVu 



ÖVm 



dVa 



His praeparatis, differentiemus aequationes binas, quae ex (1.) ($. 40.) sequimtiir: 



V 



öl 



'^ 



•Vj 



ÖS. 



-+-.t. 



5& 






öS. 

priorem secundum 9,<, posteriorem secundum g,-. Id quod licet, qoum sab- 
stitntis ipsorum 1«, vt valoribus per pi, q^ esqiressis, aequationes illae identicae 
evadere debent. Facta diiTerentiatione, partes ad laevam nt ab ipsis qt, q^ 
Tacuae eyanescuot, partes ad dextram commime nanciscantar aggregatum 



Vi 



ö*l 



dq.dqi. 



■Vi 



d*i 



bt 






Duabus expressionibos evanescentibus aequiparatis et aggregato eommmii reieeto 
nanciscimur: 

ri4.) \ "*'■ '^*'' ""• "*' ^''* ^''' 



Ex hac aeqnatione obtinomss numei'uui m aequationum tribuendo ipsi ^ valores 
i, *i^ ... m, qnanim aequationnm una valori *=i' respondens adeo identioa est. 
Porro differentiando aequationes >1 = 0, £ = 0, etc. secundum qt, obtinemos: 



dA dl dA d& 



dÄdl 



dl oft 

dAdv, 



(15.) 



dv, dq. 
dB dl 



dl dq.. 

dB^dv^ 

dv, dq, "^ dv, dqi 



Sit dqi 
dA dv, 
dv, öft"^' 

dB dl 

dl'dq, ' 
dB dv. 



d^M dqi 
dA dv^ 



'JL = 



4--4 



dv^ dqf ' 

_dB_dl, ^ 
'dtp dqi 

dB dvu 



dvp dqi ' 
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Si ponimu 

^ dq^ 5^"*" dq. dq^ '^'^^'^ dq. Bq^. 



ii« 



mtqoe 



^' - dl, dq. du ^ 'Biistr 

^' - aj. dq., "C^ ■^^' 

systoma m aeqaatioiiiim (14.) iumctom systemati aeqnationani (15.) convenit 

com aeqaatioidbns (12.), siquidem fi qnantitates -^., -q^^ . . . -^ pro in- 

oq^ oq^ aq- 

eognitis «i, «2, ... % habentar. Hinc secandnm fonnnlas (13.) nanciscimur: 

^ - «. - ;^if,+^if,+...+^ Jf. 

Statuamus 

(16.) '^^ + t!^pL + ...+ pl^ = {k\, 
dq^ dp^ dq^ öp, oq^dp^ 

ita nt (Ir)*/— (A^)* sit altera ramma §. 40 investigata proposita. Qua adhibita 
AOtatione, poterit aequatio praecedens hoc modo repraesenlaii: 

Sobstitatis ipsorum iV/'\ iV,'^ etc. valoribus positoque 



ri8.) ("'* -^"'^* "^''a^ ''^'^ä^ 






(t) 



aequatio praecedens in hanc abit: 

B qpia nanciscimur m formulas tribuendo ipsi t valores 1, 2, ... m. E qnibns 
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Qt obtineatnr rarras systema aequationum lineariom formae aeqaatioiiiim (12.) 
inyertigMMis adhuc valorem expressionum 

,^ dÄ (*) , dA (») , , dÄ fi^ 

,, dB (*) , dB <t) , , dB „, 



Quod hoc modo fieri potest. 

43. 
Habetur 

Differentiando autem aequationem ^ = secundum qi fit: 



linde 



Erat autem 



Ponendo igitur: 



^*'öi;,, dg, - -^*'d{,. "ö^^ 









(20.) \ A _^ dÄ.ii^) dÄ j(i) , dÄ ,0) , I Ä4_jO«) 



fit 



„ dÄ ,y. _ dÄ . dF . dfü 



Eodem modo ponendo 

(21.) L _ dB ^1, ÖÄ .(., , , dB .0.) 

\ 
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It 

- dB ,,,. dB „ dF „ dO 

•l rimiles aequationes pro qaaübet aeqnatione conditionali obtinentar. 
Statnamas 

dÄ dA . dA dA , . dA dA _ 

(22.) {dA dB , dA dB , , dA dB 



porro 



aBa£ öÄ_d^ . dB dA _ ^ 

(230 {dB dB .dB dB , , dB dB 



d$, dv, + a{, dv, +*'•+ di^ dVa *" ^'' 



\ 



8A 8B 
Tum multiplicando aequationes (9.) §.41 per -^rpv "^p? ...et Bummalioiiem 

instituendo respectu indicis k^ nanciscimur aequationum linearium systemata, 
quibus valores ipsarum Ai^ Ai^ . . . , Bi^ B^^ ... determinantar: 

— «2 = 6i-4i+62-^+-*9 



(24.) 



-^2 = 6iJ?i + 62ß2 + "-, 



Quodlibet systema tot continet aequationes lineares totque incognitas quot datae 
rant inter quantitates ^i, ^2? • • l^i aequationes conditionales ^=0, ^=0, .... 
Resolutione facta nanciscimur ipsorum Ai^ A^^ . . ., Bg^ i?2 9 ... valores: 

-A2 = -^v^i+-^V^+"'9 



(25.) 



\—Bi = ^i,ißi+'^i,ißt+- 



11 



»ff » i ■ Ji 



J « 






* = !. 















J^. = -^..^-A= 



^ 



J»^ = -A.#- 



^^ 






^.) tAmaäB ii 






*Ä ^^— 8'. = — ^r^l>M«.+^M««+-i 



.^MMt^ttft 






?-^1>mA+^mÄ+- 






CJl « «'^ 



c«* 
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prodit: 

^ dÄ (*) _ dA (*) dA (k) BA (*) 

Sil 
^ dB (*) öÄ (*) , öÄ (*) , , dB (*). 



Statuamu», quaeewtque tmt A et B variabiUtim li, l,', ... |^^ t/j, v,, . . . v^ 
ftmetionet, 

ran = äiräJ;r+öirö^+'"^äj;öi;; 

1 gii eg a.4 dB dA dB 

qua in notatione plagnlam saperposoi, at expressionem distinguam a similiter 
respecta variabilium gi, g,, ... g», Pt^ Pt-, • • p» formata. 

Eraentor hac nova oolatione ad formolas praecedentes applicata ex- 
pressiones qnaesitae: 



dh 



+D,.^iA,B]'+- 



(32.) ( ÖÄ (») ÖÄ (») , ,dBm 



öS» 



Quae aequationes iunclae m aeqaalionibas, quae tribuendo ipsi * valores 1, 3, . . . «• 
obtinentor e (19.), suppeditanl systema aequationam linearium ipsis (12.) simile, 
Onarom resolutio suppeditat e (13.): 

u>P = (*)*-+l>H,,iVi+l>*.,,iV,4-- 
Unde snbstitntis praecedentibus ipsorum iV,, Al^, ... valoribus (32.) atque e 
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(18.) valore 

«r = (*').-«M#-i>v#--. 



prodit altera summa §. 40 investigatu proposita 



(33.) r '" '--'" -^'^^ es^ -^^''di, '-^''^di^ -^^'^ai,^ 

Qiiae est expressio quaesila, e qua si ipsonim D yalores (28.) subatitiua 
▼ariabiles qi^^ qit • • • ^my Pi^i fit - - - Pm prorsus, quod postulabatur, abierant. 
Observo in formula (33.) terminos 

inveniri tot, quot binaram aequatiommi conditionalium habentur oombinationea, 

sive numcnim ~ JU^—^— ) ^ Unde si umea tantum aeqoatio conditionalia 

datur, eiusmodi non habentur termini. Eo casa habetur, si F=0 est aequatio 

conditionalis: 

aF dA 



a.kt^ = 



ai^öti/ 



a.{(r),-(ÄVj - si^a^-ö^afeT^ 

obi 

siquidem in altera summa ipsi ky in altera ipsis Ar et Ir' valores 1, 2, ... /u 
tribuuntur. 

Formulae antecedenies appliqaniyr ad casum, quo ipsae |, , 1., ... (^ coardinaioi 
orthogonaleM punciarum materialmm sigmßcanL 

44. 

Sit ^ = 3ii simuique quantitates ^i, §2^ . . . iu designent 3m coordinataa 
pnnctorum motornm orthogonales, sitque puneti, cuius una coordinata per & 
denotatur, massa m^.^ ita ut quantitatum mj, aij, ... m^ temae ad idem punctum 
pertinentes inter se aequales existent. Tum erit, designante U solarum Ü^ 
functionem ab ipsis §1, vacuam atque T semissem virium TiyaniDi, 

H::=T^U=i:SmJlS',^U, 
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atqne 



A = 2-^'§'u, B = 2-^r--i[ 



dl, ^*' " öl. 



**> 



. _ . _ ^ ^^ 'B^ SA i SF d(P ,dF 80) 

'"***' -•»*'*»- "*'.' ä57 ä^; +^''» I ä^ ä^ + öi;: a^ ) 



Adnoto data occasione, fieri pro assignata ipsarum St significatione 
sive 

*a?,. ap. '"S?^ a;>. 

quod facile hoc modo intelligitor. Est 



ande 



Est antem 



nnde 



-'•ag, ap.. - ^''^a?,. ^'ap. ' 

•ög.. ap. - ^'"dq,dq/dp:' 



ö«; a?;. a'ir 



dPi dp, 8p.dp;. ' 



a,;. 



sive expressio -^ indicibus t el i' commutatis iminntala inanot. Unde altera 

sninmaram appositarura duplicium, scribendo t" loco i atque * loco i'j in alteram 
abit, sive binae inter se aequalos existunt, q. d. e. 
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De UMU funcHonum A in determinandtM mulHpliccaaribus LagrangUmi$. 

45. 

Quantilalibus ^0,6 > quibus antecedentibiss usi snmus, etiam wmUipäeatar» 
Lagrangiami determiDantar, qoi formandis aequationibus differentialibus dynamicia 
inserviunt, qnoties inter variabiles, quae panctorum materialinm positionem de- 
tennmant, aequationes conditionales habenhir. Ad qaas fonnaidas aeqoationea 
differentiales, adfaibeo formnlam symbolicam $. 37 (1.) proporitam, in qua, ut 
9i9 92 *) ' " 9m semper variabiles independentes designoDt, loco qi^ q^. ... 9.^ 
Pi'i P2'i - - Pm scribo fi, ^2, ... ^f,y t/i, t/s* ... t;^,. QvLO facto aequatio illa 
haec fit: 

■(1.) « = If +^l«.+lf +^!*-+-+if +^l«- 

Inter variatiönes d'ii. 0^2^ etc. babentar aequationes: 



riquidem mrsns F=0, 4^ = 0, etc. aont aeqoatioaes coaditionalea inter qnan- 
titatea li, I29 ••• ^^ propositae. Per regnlam notam aeqmtionea praecedoitea fai 
mnltiplicatorea A^, ^^ • • • dnctas aeqnationis (1.) alteri parti addo et tenninoa 
in singulaa yariationes 'Inctos evanescere statno. Qno facto aeqnationea diffe- 
rentiales inter variabilee ty ^i^ li^ • • • ^^^ ^i^ ^39 • • • t;^ oblinentnr seqnentea, 

insuper aequationibus ^^-^ — advocatis: 

d^ _dH dw, _ da . dF , 80 

I lij, SIT *. __^ . 5F 80 

(2.) /■rfT'-ö».^ A ~ öf. ^*a^ ^öl,"*"' 



rfj^ _ dir dv^ _ dH . dF . 80 

"^13; — *»: 



Quibus aequationibus adiungendae sunt ipsae aequationes conditionalea 

F=0, * = 0, . . . 
et quae ex eanun differentiatione sequuntur: 

^4 = 0, fi = 0, .... 
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</^ dv. 
Bis postroniis iterum dilFerentiatis et substitutis e (2.) ipsorum -~^ -jr- va- 

loribas obtiDemos: 

dA dB dA dH dA dH _ , , , . 

dB dB . dB dB^, , dB dB 



di, dv, ^ du i)v, ^ ^ d$^ ö|„ 
dB dB dB dB dB dB 



dv, ö«, dv, dt, dv^ diu 



= 6|ii+6sAiH — , 



fiqoidem hie ai, o., ..., 6i, 6^, ... eaedem sunt quantitates atqae §.41., 
(10.). Unde, si advocamus notatiunein §48., (31.) propositam, eruimus va- 
lores niiiltiplicatorum sequentes: 

r3.) A, . ^,,,[^,ffJ'4-.:/,,[ß,Ä]'+..., 



Unde e $.43., (28.) aequationes differcntiales dynamicae liunt: 

(4.) /# - -^ -/>M[^»^r-A,[B,Är-. 



e quibns iam multiplicatores sunt eliminati. 

Ope summarum supra inveniarum ip$a expressio \/p, (^] formatur. 

46. 
Formulam (3.). § 40: 
r -1- ^SdtpdHf dq> dxt> \ ^h ^^1, ^ dtp dtp { dv, dv,. Öv^ Öv, 

IV. VJ - -^ l aräi;; "av^^ aj^ I dq, dp, ^ ^ dv, dv,. \ Sg. dp, dq, dp; 

e notationibus supra adhibilis §. 41., (6.) atque §. 42., (16.) sie exhibere 
posamniis: 
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bp»y] = 

(1.) ( * ^ es, dv, dv^ dS, i + -'••*'» ö{, dv^ diß^dij'^ 

Qiui aequatioiie, si ipsorom A*/ atque (Ar)*/— (Ar')^ valores sapra inyeiiti snb- 
stttmintiir, prodit ipsius [(py tff] expressio myestigalu proposita, in qua Yariabilimn 
9i9 93 9 • - • 9» vestigia nalla inyeniuntQr. 

Siiinmanim, e quibus expressio antecedens componitnr, secudae et 
tertiae transformationes sequentes adiongo. 

Habetar e $.41., (8.): 

j dtp a» dip B^ \u _ 
öf, a«, "^ a{, aw, "•"""^ a^^ a«^ }"*»*» ag. 



_\_di_j9_,_dF_d^, dF dip \^ ,(1) a» 

< ai, a», "^ as. a«, "^**'"*"äI7av^ )"***» aj, 

l^0^_av»^ _a0^_a^ , a<i> ay > ^ ,(»> ay 
"^« aj, a«, "^ ai. a«. "^*'"*'a*^ a»^ l^*** as» 

« öl, aw, "^ ai, äw, "• ^ aj^ a«^ i * » ai» 



sive etiam: 



^. 



p ( ay av» dtp dy \ u _ 

(2.) I JS-.-|5L.aC^>(;f,v.]'+aJ«[*,v]'+-| 



ay nCDrEt „ir , ,(») 



-:2-,-|^{4*^[F, yr+4'^[*,yr+...}. 



Habetur porro e §. 43., (33.): 
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(8.) 



^•^^^l(*'),-(tV) = 



dg> 



dq> 



dy> dB 



dtp 



•k-Ti: 



Dt.x.^i 



dq> dA 



dtp n "V ^9" ^* 



/ J- y _S^ l> ^ dtp dB „ dy „ ^ dtp dB 



FU autem e §.43., (28.): 
siTe 



(4.) 



-2-,A,,,-|f = ^*-,.[F,V']'+-i*',.[*,V]'+- 



öf. 



BKs fonnulis si alimur et advocatis (11.) §.41. aequationem (2.) sie re- 
praesentare licet: 



(5.) 



y i öv dtp d(p dtp \^ _ 

'**'*' « "ölT ä^ ~ öi;,, d$, I **- - 

* *•* dv^ * di^ dv^ * *' 8w^ ö«^ d*^ ' 

FormuUs (3.) et (5.) substitutis in (1.) prodit: 



(«') ( 4-[,^,^j'^,D,,-|i-+[v;,ßr:s;z?,.,|^4-- 



4}Hae formala generalis satis difficilis erat investigatu. 
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Exprenio incenla per varias eins prcprietates terißcatur. 

47. 
Quantitas per quam in $. antecedenle ipsam [9^ if^] expressi et quam 
denotabo per 



(1.) 



+[./r,^]':?,i>,..^+[v,B]'J?*^M-^-+- 



t^> ^r t^.i>M ^.^,Dm|^ -^./>m^-^*/>m|^! 



variis gaudere debet proprietatibus memorabilibus, quae simul varias expressionia 
inventae verificationes suppeditant. Ac primum non mutetur eius valor necesse 
est^ si in locum functionum tp^ xp ponatur 

designantibus l, fi^ l'y fi'y l^^ /Ci, A^, /tt^, ... quascunque ipsarom f,-^ v^ 
fünctiones. Valor enim quantitatis \<py y/] , cui expressio S aequalis inventa 
est, ea mutatione nnllo modo af&citur. Quae expressionis S proprietas ex 
ipsa eins formatione facUe patebit, si baec alia propositio antea demonstrata 
erit, expressionem S^ posilu in locum alterutrius functionum 9^ tp una e 
functionibus F, <Py . . . ^ A^ By . . . , quaecfmque sit altera functiOy ei^aneacere. 
Quae propositio tantum probanda erit pro casibus, quibus <p = F atque <p^ A 
ponitur^ finiclione 1// arbitraria manenle. Reliqui enim casus, ijuibus (p fun- 
ctionibus 0^ . . ., ^^ . . . aequiparatur, sive quibus (p arbitraria manet atque 
ip alicni e funetionibus F, <J^^ . . ., A^ By . . . aequalis ponitur, prorsus eodem 
modo iractari possunt. 

Posilo <p=^F^ evanescunt tQrmini 

quum functio F solas Sk involvat neque quantitates t^^ . Ilinc posito (p^F 
eroimus: 

^ = [F,y>y-[F,A]':s,D,,,-^-lF,Bys,D,,,-^ — - 
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At e fomalis (26.), (27.) $. 43, in qnibas est 






habetur: 



dF 



Quarum formularum ope abii expressio ipsius S antecedens in hanc: 

Evanescit igilur ZpofUo <p~F, q. d. e, Eodem modo demonslratur evanescere 
*r ponendo <p = <Py vel ponendo V^ ~ F, sive U^ — </>. 

Ponamus iam in expressione (1.) ip = A; quaerendi sunt ante omnia 
valores quantitatum 

dÄ 

Ad quos inveniendos multiplicentur (2.) per -^ — atque posilis loco k valoribus 
1, 2, . . . a institualur pro singulis aequalionibus (2.) summatio; provenit: 

Unde obtinetur 

(3.) £;, = 2-,D.,.|^ = l, E, = JS,D,,-i^=0, 
ac si aequationes F = 0, 4> = 0, ... plures duabus dalae smit. evanescunt 
reliquae oinnes simiies exprcssiones .i'^,/>4^3"^ — , -2^2). 4--^^, .... Eodem 
modo probalur fieri 

atque evanescere reliqnas onines quanliiales .i'^D... , -:r— , S^Dt^-^y .... Per 
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aequationes (3.) videmua, ipsam X posito fp::^A evaneacere, quum 0it 
[AyA]' = 0^ [A,tf^y+[tp,Ay ^0. ac facile paleat, qiiemadniodum ea sub- 
slitutione facta termini in [A,By ducti evaneacunt, ita si aequationes con- 
ditionales plures duabus datae sint^ evanescere terminos ductos in expres^ionea 
simiies, quarum numerus idem est atque numerus combinationum binarum 
aequalionum conditionalium. Eodem modo demonstratnr, evanescere Z ponendo 
(p =^B vel ponendo rp==A sive y/ = ß. 

Designemus iam expressionem (1.) per 
ac ponamus 

Palet e forinalioDe expressioais [tp, ifj^ rejiciendo post differentiatioKes partiales 
transactas expressiones per quauUtates evaaescentes F, 4>, ..., A, B, ... 
mültiplicalas, fieri: 

+Ki<p">Ar+.u\[fp%B]"+-' 

At demonstravi modo, quaecunque sit (p" funclio, haberi 

[<p",Ar = 0, [v^Bf^O, ...; 
unde fit 

[<p\ v'T = [v\ vT- 

Eodem modo probalur, reiectis post differentiationes partiales transactas ex- 
pressionibus per quantitates evanescentes F, <P, ...^ A, B, ... multiplicatis, fieri 

[<P%rT = [<p+^F+f*^+-+'*-'A+.u'B+'",y>]" 

+X'U,tf,r+,u'[B,y,]"+':- 

Unde quum probatum sit, quaecunque sit v functio, haberi 

= [F, tp]" = [*, V]" = - = [^ '/']" = [B, y,]" = .. . 
fit 

qnod est theorema demonstrandum. 
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Deinde etiam Hon mutari debet expressionis S valor^ si loco functionis 
R ponitur Ä + iF4-,a*+-..+i,F'+,«i| *'+•••, alque de hac nova fancfione 
deducuntur valores ipsarum vj a praecedentibus diversi et forma yalde dis- 
crepans functionis H^ sicuti §.39 praecepi. Sed verificatio hnius proprietalis, 
ex ipsa quantitatis S formatione petita, quum molestissima esse videatur, sof- 
ficiat rem examinare, si ipsi fi tanium termisi A.F+/i0+**- addantur, quo 
casu ibidem vidimus, ipsanim Vi valores non mutari^ atque functiooi H simiies 
tantum terminos accedere. 

Demonsiremus igilur, quantitatem S noo mutare valorem, si in eo loco 
ipsius /Tponatur H-\-kF+iLi<P-\ — , designantibus i, .w, ... quascunque ipsarum 
Si, Vi expressiones. Qua mutatione functionis H facile patet, etiam ipsas 
A, By . . . simiies tantum mutationes subire, ideoque etiäm ipsarum A, B, . . . 
differentialia partialia secundum quantitates Vi sumta, nee non expressiones 
[F,A]\ [F,B]\ . . . [*^^]', i4>,B]\ . . .; unde, sicuti e formulis (2.) 
elucet, etiam quantitates D„^i^ Z)^,,, etc. alias non mutationes subeunt. Qua 
de re omnium harum quantitatum valores immutati manebunt. Sed ihutabunt 
valorem expressiones [cp, A]\ [A, B]\ . . . ac simiies. Quae tamen mutationes 
eae esse debent, ut ipsius Z valor immutatus maneat. Quod facile patebit, 
i^i probatum erit, expressionis «T terminorum, qui functione 4 affecli 9unt^ 
ag^gregatum evanescere, si loco A in iis ponatur F. Tum enim simiies quoqne 
propositiones locum habebunt, evanescerS idem aggregatum, si loco A ponatur 
<P, vel evanescere aggregatum terminorum, qui functione B affecti sunt, ponendo 
F sive ^ loco B, eto. Quibus iunclis Observation!, expressiones huiusmodi 
[A, B]' evanescere, ubi simut loco A atque B ponantur quaecunque sive ehedem 
sive diversae e functionibus F, *^ .. ., sponte elucet, valorem ipsius ^ non 
mutari. Propositio autem, evanescere terminorum ipsius Z functione A af- 
fectorum aggregatum, si loco A substituatur F^ sequitur absqne magno negotio 
ex aequationibus (2.). 



De functionibus quibuslibet q, tffy per aequationes daias condiHonales F=0, 0:=s:O^... 
ita iransformandiSy ut ßat [rp, yi] = {jp, yi]'. 

48. 
Formas, quas functio <p induere potest propter aequationes, quae locum 
habent, conditiooales, semper ita determinare licet, ut per hat ipsas aequaUo-^ 
ne$ camdHianales gvanescant valores expressionum 
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ac similiter fnnctioni V ^b»" formani conciliare licet^ ut per aequationes con- 
dttionales evanescant yalores expressionam [F, y«]', \4>, v]'. . . • . Sil ipsius 
<p expressio adhibenda tp-\-X'A+fi'B-\ — ; multiplicatores X', fi', . . . semper 
ita determinare licet, at evanescant valores quanUtatum 

sea reiectis lerminis in .4, B, . . . ductis ut evanescentibas, ut fiat 

[F, y]'+i'[F, ^]'+«'[F, Äj'f- = 0, 



Per formulas similes determinantur multiplicatores il|, ju^, ... ila, ut quantitates 

[F, v;+AM+,«iß+...]', [*, riJ-VKÄ+ti\B + -'-^ 
«vanescant. Quibus expressionibus <f)-\-i-'A-\-fi.'B-\ — , y/^il^+uiB-l — , 
quod licet, loco (p, y positis, habemus ipsanim (f, y formas tales, pro quibus fiat 

)[F,v'r=o, [*,v'r=o, . . ., 

qaod proposilum erat. 

Invenlis ipsarum q>, rp formis, pro quibus aequationes antecedentes (1.) 
locum habenL statim sequitur e (28.)? §. 43. , fieri etiam : 



(2.) 






Unde in expressione ipsius Z lermini omnes praeter [y, tpj evanescuni, sivc 
fit, quoties [F, rp]' = 0, [*, y]' = 0, . . . , [F, i//]' = 0, [*, vl' = <>, ... haec 
aequatio : 

(3.) [r/., 1//] = [</., V^]'. 
Quum per aequationes condilionales functiones (p, tp semper ita transformare 
liceat, ut conditionibns illis satisfiat, sequitur datig ipgarum $i^ §2^ ... §,iy 
^M ^2* • . . %, fnncHanibuB binis quibuscunque (p et V'^ semper per aegtuManeg 
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eandiUanales. qttae inter quanHtate$ ülas locum Mbent, formam tahm Hs am- 
cUiari passe, ul fiat: 

dg> dtv ■ oq> dtp , dq> drp 

dq) dtp dq> dtp dq> dtU 

öPi ^9i c?p, dq^ '" dpn, dq^ 

^y dtp dq> djp dip dtp ' 

Ex aequationibus (2.) §. anlec. facile deduco sequentes: 

Ouibus coinparatis cum iis« quibus antecedentibus mnltiplicatorum l', fi', ... 
valores determinabantur, fit: ^ 

Unde quaecunque sit <p funcHo, habemus e (1.): 



Qua de re etiam habetur: 

Erit igitur e (3.): 
(6.) [y,v] = r= 

[<^-^,(D,,,^+D,,,B+...)-^,V-^»(/)m^4-DmÄ+-)-|^]'- 
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Quae expressio nova ipsius J facile convenit com illa §.47., (1.), ad 
supra pervenimus, iibi repalas, reiectis terminis in A, B, ... dnelb «t 
evanescentibus, fieri pro multiplicatoribus l\ ^i\ ... il^, /i|, ... quibiisciiBqoe 

Considerationibus antecedentibus superstrui polest nova methodua, qna expressio 
ipsius A, supra via satis prolixa inventa, indagetar; quae methodos bnic toti 
quaestioni magnam lucem affundek 

£ coniideraiionibus antecedentibus aUa fria petiiur expressianem propasUam ^mus 

{.VfH^l derivandi. 
49. 
Quantitales 91, 929 • • • gm non sunt jfunctiones prorsus determinatae 

ipsanim §i^ §2^ • • • S^9 quippc quibus addi possunt functiones F, 4>y in 

factores arbitrarios duclae. Sic etiam pi^ pt^ * > • pm non sunt functiones 
prorsus determinatae ipsarnm Si^ f,, ... ^^^ Vi^ V2y . . . v^, quippe vaioribus 
ipsarum pi $. 40 traditis addi possunt functiones F, 4^^ . . . ^ A, B, . . . in 
factores arbitrarios ductae. Hinc, si datur expressio functionis alicuius (p per 
quantitales Si, ^i, simulque habetur expressio eiusdem functionis ip per quan- 
titales qi, Pi, quaeri polest, quaenam e variis Ulis formis valorum quantitatnm 
gi9 Pi eügondao sint, ut ex bac ipsius q) expressione post faclas substitutiones 
ilia data provoniat. lam dico, si in expressione ftmclionis cuhisKbet ip per 
quanUtales qi, pi ipsarum quidetn qi vatores förmas assumant, quasamque 
per aeqfialianes F=0, 0=0, ... assumere possunt; ipsarum eero p, f>aloribus 
ea ipsa forma Iribuatur, qua in formis $. 40 propositis gaudemt^ meque uUo 
modo forma illa mulatur auxilio aequationum F=0^ ^=0, ..., ^=0, J?=0, ... 
fore ul ea forma functionis (p prof>eniat, pro qua habetur: 

[F,yy = 0, [*,<?r = 0, 

Fil eniiii 

AI quuui supponalur, identice positum esse e $.40: 
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illa sappositione fit 

^ = ^. 

Qnibus subsUlutis oblinemus: 
lam vero habetur 

quum fnnctio F, subslitutis ipsarum |; valorihus per quantitates qi expressis, 
identice evanescere debeat. Unde, substitutis in ipsis ^— ipsarum 9, valoribus 
assumtis per quantitates Si expressis, abire dcbet expressio 

in aggregaium termiuorum in F, ^^ . . . ductonim. Unde etiam e forinula 
antecedenle sequitur expressionem [F, y]' in lale aggregatnm abire, hoc est, 
si in functione aliqua (p per ipsas ^,, q^. ... q„, Pi^^ pi, - - - Pm expressa 
substitnunfur loco ipsarum pi talores: 

ac deinde loco ipsantm q, quaecimqve ponnntnr functiones ipsarum §il denique 
adjumetäo fi—m aeqvationum F = 0, * -0, ... exprimuntur etiam quantitates 

-^ per ipsas ^i, abit functio (p in talem expressionem ipsarum §;, f,^ ut 
qwmlitas 

evadat aggregatum terminorum in Fy ^^ ... ductorum ideoque eins eahr 
etanescat. Eodem modo demonslratur, expressiones [<t^,(p]\ [Fyy/]\ [^,y^]\ etc. 
in eiusmodi aggregaia abire ideoque evanescere. Electis functionibus ipsarum 
Siy qnae in locnm ipsarum ^/ponanlur, habentur quotientes differentiales partiales 

-T-^ per ipsas §i expressae ope aequalionum linearium: 

13* 
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ft _ dq, dl dq^ d^ . ...i ^9, Üg, 
^--d^-d^-^di, -d^+ +^ dq. ' 

ft _ Ö9, dl dq, dl , ,. , dq, ö^ 
" - -ä|r"9^^"ög" -5^+ + di^ dq, ' 

^9i ö|. ög. ^9^ dq^ di^ 

1 = "ö^ -d^+ dl dq^ ■*-•••+ 51^ dq, ' 



« _ ög, dl dq^ dl . dq^ ^1// 

^ _ ÖF dl ,dF dl , , af dj^ 
^ ~'W~dq;'^~dl"d^^"'^ d^M dq,' 

(. _ da> dl d<P dl • , do dj^ 

^--dr-d^+-di-ö^+-+Tir-d^^ 



Si quantilates 3^ per aequationes F=0, * = 0, ... in lales expressiones 
rediguntor, ut idenlice sit pro quolibel ipsins i valore 

fonctionibus (p lalis forma conciliata erit, pro quibus expressiones 

adeo identice evanescant. Generaliter antem data quaecunque functio (p per 
aequationes A = 0, J? = 0, ... in formam redig^tur, pro qua expressiones 
[Fy (p]\ [^^ q>]\ . . . identice evanescunt, si eliguntur m expressiones a se in- 
vicem independentes : 

respectu ipsarum v^ lineares, in qua coefficientes aj ^ ut tales ipsarom 1^ fan- 
ctiones determinantur, pro quibus identice fiat 

^ dF , . dF n , , dF w 

^ "öT '"^ ö&T"' +•••+ öi;'*' ' 
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Ex. gr., si .u— m = 2 sive si dnae tantum adsunt aequationes conditionales 
sive fiiiictiones F, *, assumere licet 

W2 = «2^1+ ßlVi + V^^ 



determinatis ota? ßk p^i* duas aequationes 

dF ^ ^ dF . dF ^ 

Quae facile ad quemiibei numenim aequationuin conditionalium sive functionum 
Fy 4>y . . . exlenduntur. Determinatis functionibus linearibus Wi ita ut dictis 
conditionibus salisfaciant, eliminari possunt per ^— m aequationes ^ =0, J?=0, . . . 
quantitates Vi^ V2^ . . . v^ e functione <py ita ut solarum §i, Wi functio evadat, 
quae erit expressio quaesita. 

Ut eruatur expressio ipsius S §. 47 proposita, tantum opus est, ut 
demonstretur, quoties 

(1.) [F,y]' = 0, [*,9>r = 0, , . . 

(2.) [F,V']' = 0, [*,V'r = 0.. . . . 
/Im 

Vocemus emm (p^\ xff^ eas expressiones ipsanim 97, ^, pro quibus aequationes 
(1.), (2.) locum habent, sitque 

[<f>, V] = W\ v^T, 

sequitur e §. 48. , fore 
ubi 

neque alias formas induere posse fünctiones q>^^ rfP^ nisi quod iis adhuc addi 
possint termini in F^ ^^ . . . ducti. Facile autem patet, quum aequationes 
(1.), (2.) posito y = y'', rp=z\ff^ locum habeant, expressionem [y*', V'T «ius- 
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modi terminis ipsis (p^\ y/^ additis valorem non niutare. Unde eruelur 

q. e. d. Eodem modo probatur, si solae (1.) locum habe9nt^ fore 

Propositio autem illa, quoties aequationes (1.)^ (2.) locum habeanl^ fore 

sie demonstrari polest. 

Eadeni couiinuantur. Denfonstratury integrale terlium, qiiod e binis aequationum dyna- 
micarum integralihus conßare licet, nullo modo pendere a variabilium elecHone. 

50. 
Antecedentibns probavi, pro omnibits formis fnnctionum y, ^Z', pro 
quifpus aequationes (1.) §. praec. locum habeant^ quantitalem [tp^ rfi]' e^$ndeni 
valorem servare. Unde supponere licet, (f, iff eas esse fuiictiones, qiiac ex 
eanim expressionibus per quantitates q^, pj, prodeunt ponendo loco p^ ^^* 
pressionem 

quippe quibus proprietatem illam suppetere §. antec. vidimus. Pro illis autem 
functionibus q)^ %p habetur 

c^7> _ 5. otj^ ^^k , y^ oq> dpj^ 

d(f « dq> opf^ öq> ^h 

ov; op^ dv. op^ dqj^ 

similesque formulae pro functione y/ locum habent. Unde fit 

dq> dtfj dtf dip _ 

^ /aq> dxlJ dtp dq>\öq^ c?l/ ^ 

^^^'\dp^ öp.. öPi^dpJ'diTd^/ 

In qua expressione indici 1 valores 1, 2, ... ^ tribuendi sunt atque nova 
summalio instituenda; fit autem 
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exceplo casu, quo in priore formula fit k=^k\ quo casu illa in unitatem abit; 
unde cvanescunt nova iUa summatione lermini omnes praeter 

y // dtf dxp dtp ^^\ ^ ^^k ^^i\ _ ^ ( ^^ ^^ ^9 ^V\ 

Unde prodit 

^/ d(fj dijf dq> cV \ _ / gy d\p dtp dtp \ 
^'A75{7 dv, dv, o|. J " '^dq, dp, dp, Oq, h 

sive 

q. d. e. 

ProrsQS eadem demonstraiione facile probalur, 9% aequationes con- 
ditionales inter ipsas '§i omnino non ftabeantur ideoque fi^m^ semper fieri 

sive 

dip dxp öv dtp , dif dxp 

'dq'/dp, dq^ dp^ '^^dq^dp^ 

dtp dxp dtp dip dtp dxp 

"" öp7 dq^ dp^ dq^ * " dpn, dq^ 



dtp dxp 


d(f dtt> 


d(f dy> 


6q> dxp 

av, ej, 


d^ dxp 





Unde patet, quantitatefn [cp^ y^] nnlio modo pendere a f>ar%abilium qi electione^ 
aed tantum a natura intitna functmmm (p et ip. Unde etiam, si 

(p = Const., ip = Const. 

sunt bina integralia systematls aequalionuni differeutialium vulg^riuni 

rf«£ Äff <iPi ^ dH 
dt "" dp. ' dt dq. ' 

earuudem nequationuin differenlialium integrale tertium, quod datur per aequa^ 
lionetn: 

[(f, rp] = Const. , 

mUlo modo penäel a tmwbilium eleclione. 
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The&rema de iertio integrali e bini$ ineeniendo extendUur ad casum quo aequationes 

conditionales inier variabiles intercedunt. — De relcUionibus quae locum habent inter 

inteffralia prindpiutn conservationis virium vwarum et principium consei^(Uionis 

centri gravitatis concemeniia. 

51. 
Statuamus, aequationem 

(p = Const. 

esse integrale aequationum differenlialium vulgarium (2.) §. 45 propositaram, 

^ öff dvj^_ OH . dF , dffi 
dt ~öi;.^ dt -^ ö|. ^'d^. ^ö|. •••' 

atque insuper ila comparatam esse funcüonem ip, ut identice habeatur 

[v>.H]'=o, [y,Fr=o, [v,*r=o, . . . 

dico fore, ut habeatur 

quc^cufique sit rp functio. Nam e theoremate V. §. 26 identice fit, quae- 
cunque sinl F, H, tp fünctiones: 

unde casu proposito identice erit: 

[y,[^,i^]']' = sive i<f,Ä\' = (i, 
eodemque modo obtinetur identice: 

[9.5]' = 0. 
Probavi autem §.48., quoties 

[y,Fr = 0, [y,*r = 0, . . . 
fieri 

unde sequitur 

Hinc casu proposito, quo vidimus evanescere [y, -4]', [y, B]'. ... fit 

q. d. e. 

Ope propositionis antecedentis deduci potest e theoremate VI. hoc 
theorema: 
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Theorema YD. 
^ySmt F, <P^ . . . quaectmque quantUatum li, I29 • • . £^ ftmcthnei^ 
atque nt identice: 

BF dtp ,dFdq>dFdg^_r. 
dl 3v, "'"ölT ai?r + '" + :5g:5;^ - "' 

d^dq> 60^6^ ,d0d(pg. 

parro identice habeatur: 

dHd^ rdHdrp^ dH dq> 

_dH d^_dH^o^_ _dH^dq^ _ n 

tmde <p = ConsL fit integrale systematis aequutionum differentiaHum eut 
garium 

d^t _ dH dvj dH . dF . 3* 



dt ^dv.' dt " ö|. '^'dl '''dl ' 

m quibus mpponamus quantitates ||, ^29 ••• ^^ subiectas esse aequationibus 
F=: O9 = 0, . . . ; W/ denique rp = CoMf. a/iW earundem aequationwn 
integrale quodcunque, etit etiam aequoHo sequens: 

dq> diff dq> dxfß ^ , dq> d\fß 

dl du, "^ö^ öi;:+"'+ö|;:ö;^ 

d(p dxif dq> dxp dq> diff ^ 

""d^W^^dl di^W, " ^'''''*- 

aequatianum differentialium eulgarium propositarum integrale/^ 

Tbeorematis praecedentis applicationem faciam ad integralia, quae 
principia consereaHonis arearum et consereationis centri gravitatis concenieat. 
Deaignantibus xi^ yi, Si coordinatas orthogonales puncti, cuius massa m^*^ 
habentur tria integralia, quae principium eenserf>atiafUs arearum concerniuit: 

Const. = yi = ^miiyi^i-Ziy'i)^ 
Const. = q>2 = ^fni{iiXi—Xiii)^ 
Const. = 93 = ^miixiy'i-yix'i). 

Qnae notum est semper locum habere, si vires puncta systematis sollicitantos 
sint attractiones vel repulsiones sive mutuae sive versus initium coordinatarum 
directae, atque insuper systema per conditiones, quibus subiectum est, nullo 
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modo impediölur, quin libere circa initiura coordinalaruin rolelur. Quolies f* 
unam e quaiililalibus .t;, y,, zi designat, loco vy'{cL §. 44) respeclive po* 
nendum erit mix], miy], miz]. ünde designante i/' aliam quauicunque ipsarum 
^o Vh ^'9 ^h Vh «i funcüonem, fit 

r,^ ./H' — vJLli^^'L s!^^jL.^'b_ _^J^__Ü!?L J^_^. _ ^ J^l 

ac formulae similes respeclu functionum (f?? (fz obtinenlur. Casu, quem con- 
sideramus, valent condiiiones^ quae in theoremate VII. postulantur, siquidem 
pro funclione (p unam e functionibus (p^^ cp^^ (fi accipimus. Quotics igitur 
V^ = Const. et ipsum integrale quodcunque problematis est, e theoremate illo 
ernitur: 

(1.) co„,.. =. [*.-/'r=^|^;4^-.i:^+*^-.,-^j, 
con,., = (^., v-r = ^i,;-^ -.;-|^ +„^-.,^ j . 

Si in bis formulis statuimus, quod licet, functionem yj esse unam ex ipsis 
functionibus ^i, yj» 9^3 ^ facile invenitur: 

{[^2,^3]' = 9?i, 
(2.) [93,91]' = V2, 

u^i^y^T = 93. 

Quoties in problemate mechanico principiuni conservalionis arearum locum 
habet, satisfit aequationibus identicis, quas in theoremate VII. siatuimus, si- 
quidem in theoremate illo loco cp ponitur una e functionibus (pi^ (p^^ <pz- Nani 
aequationes illae identicae in theoremate VII. propositac hunc ipsum constituunt 
characterem consen>ation%s ^ e quo principiuni mechanicum suara traxit appel- 
lationem. Hinc formulis praecedentibus Iheorema VII. applicare possumus, 
sive designanle y — Const. integrale, quod ad principium conscrvationis arearum 
pertinet, alquc rp — Const. aliud quodcunque integrale problemalis mechanici, 
in quo principium illud valet, erit 

(3.) [(/), V] - [ip, V']'. 
Unde e tribus formulis praecedentibus (2.) fluunt etiam tres sequentes: 
(4.) [^2, 93] --= Hi , [93, 9iJ =- 92-5 [91, 9J = 93. 
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In formula (3.) funclio (p sive iinam e functionibus ipt , 9)2 •> 9^3 sive eliam 
earum functionem quainlibet designare potest. 

Videmus e formulis (4.), si reguia generalis, secundum quam vidimus 
e duobus integralibus formari posse ierlium, applicetur ad tria integralia, quae 
piincipium conservationis arearum suppeditat, haec integralia täntum sese ipsa 
generare neque in illo casu ea reguia ad integralia nova perveniri. Animad- 
verti autem potest , quuni secundum regulam illam trium illorum integralium 
bina quaclibet tertium procreent, eam demonstrare fieri non posse, ut in ullo 
problemate mechanico duo tanlum locum habeant, tertium integrale locum non 
habeat. Quod hie per propositiones mere analyticas absque ullo considerationum 
geometricarum auxilio evincitur. 

Statuamus 

constituunt tria integralia 

;f j =.- Const. , Xi = Const. , ^3 = Consl. 
principium conservationis centri grtwitatis. Invenitur autem, si loco y^ ponitur 
in (1.) successive pfj, /.,, Xz- 

j bPn Xi]' = 0, [(fi, X2]' = xz, [(fii.x^y = ~;:2, 

(5-) [<P2 , XiT = --Z3, IVi, ZJ' =- 0, [(p2 , x^y = Xi -> 

'[y3,zi]'=- X2, [y3 9/2]' = -;fi, bpz.x^y^ 0. 

Sequitur ex bis formulis, quod etiam considerationibus geometricis probari 
potest^ quoties principium conservationis arearum valeat, trium integralium, quae 
principium conservationis centri gravitalis concernunt, unum quodcnnque ne- 
cessario duo reliqua secum ducere. Si unicum valet integrale cpi = Const. e 
tribus, quae principium conservatiom's arearum concernunt, hoc et integrale 
Xx^Consi. oliad non generatur; sed integrale 951 = Const. et alterum integralium 
X2=Const., /3= Const. allerum procreat. Secundum theorema VII. formulae (5.) 
etiam valont, si plagulae superscriptae rejiciuntur. 

Formulae perturbationum simplicissimae, quae e systemate integralium proposito obtinentur. 

52. 

Redeamus ad systema aequationum differentialium vulgarium: 

dq^ _ df dq^ ___ df dq^ __ df 

dt ~ dp,- di "~ öp, ^ ' * ' dt dp^ ' 

dt "^ dq,' dt " dq,' ' ' ' dt dqj 

14» 



(1.) 
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Quarum inte^lia 

if=zH=^a, £r, =»4, H2 = ai^ ... -ff«.-! = a,»_i , 

f H' = 6+/, H[^=hi^ Ä^ = ^2 9 ... H^^i = i,_i 

sab forma tali invenire docui $. 34, ut idenüce sil 

(3.) [fl;,^j = o, [Ä;,^*] = o, [fl,,fli] = o, 

excepto casu^ quo in expressione \HiyH'i,] fit i = A; quippe habetur 

(4.) [//,., Ä?] = -l, sive [flJ,Ä;] = +l. 
Qaibas aequatiouibus fit, ut pro rorma sub qua integralia invenimus, etiam for- 
mulae, quae problema perturbatum concernunt, formam simplicissiniam induant. 

Consideremns enim in integrabilibus invenlis quantitates a,ai^.ch^... a«^A, 
h, 6i, 629 ••• ^m^\ ut funciiones ipsius / tales^ ut integralia iam salisfaciant 
aeqnationibus dilTerentialibus: 



(5.) 



designante £1 functionem ipsarum ty qi^ 929 ••• 9m ^ /'i? Pi^ ^^^ fm quamcunque» 
Quae est extensio formularum vulgarium perturbalionum, primum ab ill. Hamilton 
in medium prolala, dum vulgo functionem perturbatricem £2 quantitates pi ^p^^ ... jp«» 
non implicare suppouitur. Quoties enim functio i2 ipsas p, non continet, fit 
e (5.), sicuti in (1.): 

dt dp. ' 

sive differentialia prima ~^, ^-, . . . -^ eodem modo in problemate per- 
turbato atque non perturbato per /, ^i, q^^ ... q^.^ Pit P^^ -Pm exprimuntur. 
Unde, quum in utroque probiemate ipsae ^i , q^^ ... q^y Pn 1^2 9 • • • Z'« eodem 
modo a t atque elementis a^ Oi^ ch^ ... a«..!, b, 61, 629 • • • ^m-i pendeant^ 
quae tantum in posteriore problemate ut variabiles spectantur, etiam differentialia 

prima -^, -^, . . . -— in perturbato atque non perturbato problemate per 

tempus et elementa iisdem formulis exhibentur. Quae est suppositio vulgaris. 
Sed in ea, quam secundum ill. Hamilton proposui, extensione variabiles quidem 



dt 


-dp. 


'spr 


dt 


^9. 


dqr 


dt 


-ep,' 




dp* _ 
dt 




aa 

~dqr 


dt 


dpm 


an 


dpm 

dt ~ 




aa 
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9i9 Pi omnes eodem modo per tempus et elementa in utroqne problemato ex-* 
hibentar, sed differonlislia prima diversa ratione per gi et pi exprimuntar ideiK 
qae etiam diversa ratione per tempas et elementa. 

Differcntiando (2.) et substituendo (5.) obtinetar: 

excepta tantom formula, qnae pro elemento b invenitur: 
Sed habemns e (3.)) (4.): 

[H., n = w-, ff] = 0, im, n = m h] = o, 

praeter 

unde pro qnoUbel ipsios t valore fit: 



(6) 



/ da. 



Si in bis formolis post expressiones ad dextram ope aequationnm (2.) formatas 
loco variabilium y», gr,, ... q^^ p^^ p^^ '^ Pm inlroducuntur ut variabiles ipsae 
«, tti, ... a.^1, 6, 61, ... 6„_,, evadunt iilae formulae (6.) inter bas et 
ipsum I aeqnationes 2m differenliales vulgares, quibus elementa «^^ b; nt fun- 
etiones ipsius / determinanda sunt. Habetur autem, si functionem Si in ex- 
pressionibns ad dextram, per elementa a^^ b, atque t expressam supponimus, 
qunm sit a^^Hi^ bi = Hl: 

[Hl, Si] = JS,-^ [Hl, H,] + ^.-1^ [Hl, mi 

Evanescunt autem e (3.) termini in differentialia partialia ^— , -Qg- ducti 

omnes, praeter 

[1^,Ä/] = -.1, 
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unde fit, 





{Hl, n] ^ 


Hinc abennt formulae 


(6.) in sequentes: 




( da, 
\ dt ' 




( * " 


flive 

da 


dSl 


dt 
da. 


~ db -> 
du 



dt ~ Ö6, 



dt db, 

da„-i dSi 



dbr 




dSl 




dar 




dSi 

- db, ' 




dSi 




da. ' 




db 


dSi 


dt ~ 


da ' 


db, _ 


dsi 


dt 


oa, ' 


db. 


dSi 


dt 


da, ' 


dfc— 1 


dSi 



dt db„^i ' dt öa«_i 

Quae formulae pro differentialibus elementorum perturbatorum inyentae, sunt 

egregiae simplicitatis. 

E quibus patet insequens theorema: 

'*') Problema quoddam approxlmatum huiuscemodi aequatioolbus coutineatur: 

dg, __ df dg, _ df dg, _ df 

dt ^ dp,'' di '^ dp^'' • • • dt ~^ dp^ ' 

<c^__^ dp^_ öf dp^_ ^_ 

dt "^ dg, ' dt "' dg,' • • • * "■ dg^ ^ 

desigDautc f quamlibet ipsarum p^, g. {unctionem. Cuins sjstematis aecundom metho- 
dum supra propositam inventa sint integralia: 

^s= H = aj Hl = a^, ... Hm^i = Ow-i, 
ubi a, a,, ... o«^! constantes arbitrarias denotent, quae in functionibus H, H,, ...JTm-i 
neu occurrant; et ubi functiones H, E^y ... H^-,\ aequationibus 

du, dH, dB. dB, dB. dB, 

dB: ^^k ^^, ^^* dB. dB, 



dPi dg^ dp, dg, '** öp, dg^ 



*) Abhlnc usque ad initium §.53 lacuna in manuscripto inTenitiu, quam UIo argomento qaod 
sine dubio Jacohi eo loco tractandum sibi proposnerat explere oonatos sam. C. 
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identice satisfaciant. Deinde 8i ope aequaüoDum 

H = a, H^=a^, ... H^^i = a^-i 

ipdarum p; valores per q^. q^, ... q^ et per constantes arbitrariaa a, a^, ... Om—i 
exhibentur; erit 

exprcsBio integrabiÜR, atquo onuit 

dV ... dV ÖF 

aeqaationca finitar probleniatis approximativ designantibus b, b^, 6,, ... 6m~i constantes 
noTaa arbitrarias. Jam si problenia perturbatum contineatur aequationibus bis: 

dq, djf+Si) dq^_ dCf+Si) dq^_ ddf+Si) 

dC ' cp, ' dt '^ dp^ ' ' ' ' dt ^ ^ ' 

<iPi _ öC/--!-^) dp^ ^a+ ^) dp^_ dCf^Si) 

dt ^ dq, ' dt - dq, ' ' ' dt ^ dq^ ' 

in qnibus functio perturbatrix S2 functionem quamlibet ipsarum t, q^y q^, ... q^, 
Pi9 Pt> • • • pm donotct, exprimantur ex aequationibus intcgralibus problematis ap- 
proximati ipsae q^, q^, ... qf«, p, , p,, ...pm, nee noii functio ß, per a, a,, ... a«»-i, 
6, 6i , . . . 6«. I, f. Tum iutroductis quantitatibus «, a, , ... a«,-i, 6, 6j, ... 6„_i 
loco ipsarum q^, qi, • > - qm, V^y Pt> • • • P» tamquam variabilibus; aequationes dif- 
ferentiales problematis perturbati abeunt in has: 

^ _ _ aß ^^ _ _ ^-ß da,.--! _ _ a/2 

rf/ ^ ob ' dl " ' Ob, ' • • • rf/ "" üft^^i' 

r/6 _ öß db, _ öß dfe"-^ _ c^iQ 



dt '^ öa ' dt da,' ' ' ' dt da^^i 

quarum forma aequationibus propositis prorsus est similis. 

Formulae perturbathnnm et theorema de terlio integrali e binis inveniendo extenduntur 
ad casum, quo functio f ipsam t explicite continet. 

53. 
Formulae perturbatoriao §. antec. traditae nuUo modo mutantur, si functio 
f ipsam t etiam explicite involvit. Factis enim in §. antec. mutationibus in- 
dicatis, invenimus, daiis aeqiialionibus dilTerentialibus perturbatis: 

dq^_ dCf+Si) dq^_ dCf+Si-) dq^_ l^f+Jil. 

dt "~ dp, 'dt dp, ' ' ' ' dt öp« ' 

dp^__dif+S^ dp, _ a(M-ß) dp^ ^ c) a+ß) 

di " ' dq, ' dt ^ 3q, ^ ' ' ' dt bq^ ' 
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fieri formulas differenliales elemeDtorum pertarbatorum : 

da, dü^ da^ 5Ä 

dt ■" db, "> dt ~ eib^"» • • ■ 



da. 




da 


dt 




Ö6, ' 


db, 
dt 


= 


du 

Sa,' 



di '^ da,^ dt ^' 

Addam, etiam theorema VI. §. 27 valere, si functio f ipsam t involvat, sire, 
deiignantibus 

(p — Const. , rp = Const 

bina integnüia quaecunque aequatioMtm 

dt '^ dp,'' di '^ öp, ' • di '^ dp^' 

dt '^ dq,' dt " ög, ' • • ' dt dq^^ 

fieri tertium integrale 

[(p^y/] = Const. 

Ut enim 9 = Const., v^ = Const. integralia sint aequationum differentialinm pro- 
positarum, earum ope identice fieri debet -£- = 0, -— = 0, tuve 

Unde aequatio identica, qnae e theoremate V. §. 26 habetur, 

[[y,V'].n+[[v,n.y]+[[/;y].V'] = o, 

aubstitntis aequationibus identids: 
in hanc abit: 

Qnae ope aequationum differenlialium propositarum convenit cum aequatione 

d~ ■* ^' 

quae demonstranda erat. Propositionem praecedentem ea, qua eam exhibuimna 
eztensione, iam ill. Pai8$0A oiim tradidit. 
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De inlegraH euiuM variaüane aequatianes dynamicae derioantur^ eHam casu quo 
funcHo f vel V ipsam i explicUe invohai. 

54. 
Si in problematis mechanicis functio f adhuc ipsam t explicUe involvit, 
qaem caram antecedenlibus consideraviinas, principia generalia de conservatione 
virium vivamm, arearum, ceniri gravilatis valere desinunt. Twtmn in locom 
principii minimae actionis aliud proponere licet simile, quod etiam hoc caan 
yalet. Qnotiea enim ippa t «t yariabilis independens non variatur^ sed solae 
fiinctionea eiaa ^d 92? • • • 9my Pi'i fi^ •••/'«•> atque statuuntnr aequationes: 

dt ~^' dt c?p, ' • • 

qnib» determinentur px> Pa^ ••• J'« P®'* t, q^^ q-i^ 
aeqnationes differentiales reliqaas 

ampleetitur una aeqaatio symbolica: 



dt ~dp^' 




„ <*?! dq, 
• '-♦ dt •> dt ' '•• 


dq. 
dt 


dPm _ df 

dt dg^ 




pr A- 





(t.) 



dt 



QaoA «dam locnin habet, si f ipsam t explidte coniineL, qoippe qaae invariata 
manet Ex integratione aeqaationis praecedentis prodit, si pro iimitibns ipsios t 
eyanesoont variationes omnes ^qi sive quantitates qi datos valores indaere debenl: 

Formula (1*) eadem est atque supra §. 37 exhibita, si tantum H loco /scribitur; 
illo tarnen loco suppositum erat, U sive f ipsam t explicUe non continerc. 
Ibidem yidimus in applicationibns mechanicis, expressionem in (2.) sub signo 
integrali contentam, esse 

semper desi^ante T semissem summae virium vivarum atque U functionem 
coordinatanim xiy y,-, 3,^ cuius differentialia partialia secundum Xi^ y,^ Zi surala 
exprimnnt vires motrices, quibus massa nii secundum directiones axium coor- 
dlnatamm sollicitatur. Quae functio U casu, quem consideramus, ipsam t etiam 
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explicite involvit. In problematis igitur mechanicis, etiamsi U ipsam t explicite 
continet valcbit aequatio: 

(3.) df{T+V)dt = 0, 

quae eo casu quodammodo principii minimae actionis locum tenet. Quam 
aequationem (3.) primum video ab ill. Hamilton in Commentationibus iam saepius 
landaus adhibitam esse. Quae adeo facilius sese accommodal ad aequationes 
differentiales dynamicas inde derivandas quam principium illud. Neque hoc 
est 9 uti opinabantur Mathematici, sed ill$i aequatio, quae respondet principio 
statico quietis. Neque vero de integrali j{T-^lJ)dt valet, quod de principio 
minimae actionis probari potest, integrale cuius evanescit variatio, semper fieri 
minimum^ dummodo ne per nimium intervallum extendatur. Nam illud integrale 
etiam pro angustissimis intervallis^ aliis casibus minimum, aliis maximum, aliis 
neutnim fit. 

De combinaiione quadam principii conserralionis virium eivarum cum principio 
conservaiionis arearum, quae certis casibus etiam tatet, si functio U ipsam t 

explicite continel, 

55. 

Quoties U ipsam t involvit, quum neque principium conservatlonis virium 
yivarum neque conservaiionis arearum valeat, videamus, an non casibus quibus- 
dam earum combinalio locum habere possit. Sint aequationes propositae: 

d\. _ au dF 60 

d^Vi du ^ , ÖF , . 6<If , 



(1.) \^'-5r = ö^+^^öi^T"^^^ 



r d'^i du ^ , eF , , 60 ^ 

designantibus F = 0, ^ = 0, « . . aequationes condilionales atque ipsi t tributis 

yaloribus 1, 2, ... n, siquidem n est numerus punctorum malerialium systematis. 

Quae sunt notae formulao dynamicae, in quibus iam suppono, functionem ü 

dx. dy. dZ' 
etiam ipsam / continere. Multiplicatis (1.) per -^, ——, -^ et summatione 

facta, prodit: 

^^''> dt ^ 6t ~- "' 

terminis in Xi^ JI2, . . * ductis per aequationes conditionales evanescentibns. 
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Ut respccta plani coordinatarum x^ y principium conservationis arearom 
locum habeat, primum aequationes conditionales ita comparatae esse debent, nt 
8it identice: 

( ^i öF dF \ ^ 



Deinde etiam fünctio U^ a qua vires sollicitantes pendent, ita comparata esse 
dcbet, ut identice sit: 

Sed nt obtineatur integrale aliquod casu quem consideramns, non opus est ut 
expressio ad laevain aequationis ' praeccdentis' evanescat. Nain quum e (1.) 
sequalur: 

(4.) J2:„,jy,_-x,_J =Js\y,^-a:i-^\dt 

alque e (2.) expressiönis -^ integrale obtineatur^ tantum necesse est, at 
identice habeatur: 



,.\ ^j du du\ au 
(50 ^{y^ö^'-^^e^l = ^-öT' 



designante a constantem. Quippe quo casu e (2.) et (3.) eruetur integrale 
aequationum differentialium propositarum: 

(6.) <T^UH2mi{y,^^x,^\ = Const., 

siye certa combmatio principiarwH consenationu ^irium eiearum et arearum 
locum habebit. 

Restat, ut functio U ita determinelur, ut aequationi (4). identice satis- 
faciat, et indagetur, quaenam sint problemata mechanica, quae functioni U ita 
determinatae respondeant. 

Docent praecepta nota integrationis aequationum differentialium partialium 
linearium, U designare posse quamcunque functionem integralium syslematls 
aequationum differentialium vulgarium: 

dt: dxii dx^i . ..: dx^idyiidyii . . . : dy^ = 

a : — yi : — yj : . . : — y» : x^ : X2 : . . . : x^^ 

15 ♦ 
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hoc est functioDum, quae in iutegratione harum aeqnationum conatantibiia ar- 
bitrariis aequalep existunt. Aequationibus differentialibus 

dxi : dx2 : . . . : dx^ : if^i : ify, * • • • ^ ^y» = 
— yi • — ^2 : • . • • ~y« : a?i : aJ2 : . . • • a?» 
satisfit aequationibus: 

Xi = aiC08{(p+ßi)^ y; = «; sin (y +/?,), 

in quibus a;^ ßi snnt constantes arbilrariae atque (p designare potest fonctionem 
quamconque ipsios t. Quae fnnctio q> delerminatur per proportionem 

dt:a=: dXi : — yi = rfy : 1, 
ande 

Si loco coordinatarum orthögonaliom Xi, ffi poJsMS introdaeuntiir, ponendo 

Xi = r;COSr;^ ffi = r;8in€; , 
atqoe loco conslantis — ponitur /^ fit: 

Unde iam est forma maxime generalis fiinctionis U, quae aequationi (5.) 

identice salisfacit, functio arbitraria ipsaram r,- atque 9i—yt=:i)i , boc est 

distantiarum punctorum malerialium ab initio coordinatarom proiectarom in 
ipsarum x, y planum, et angulomm^ quos distantiae proiectae faciunt cum reota, 
quae in piano illo uniformUer circa imtium coordinatarum rotatur. Insnper 
functio U etiam quantitates Zi quocunque modo eontinere potest. 

Aequationibus (3.) satisfieri constat, si F et ^ sunt functiones ipsarum 
ri atque differentiaruro ipsarum r,*. Unde babemus propositionem: 

yßtatuamus in aequationibus differentialihuM dynamids (l.)^ porito 
Xi — r^cose;, yi^ri^nvi, functiones F, 4^, .. . prae4er quantHates »i^ r^ 
tanlum differentias ipsarum f»/ ccnttnerCy porro ^sam U esse functionem 
quamlibet quantitatum Zi, ri atque vi—yty designante y eonstantem^ eril 
aequationum (1.) integrale: 

T- t/4-y ^m, [y.^^xi^] =: Const. >' 

Tntegraie inventum etiam sie repraesentare licet: 

(7.) T'-U-rJSmirf'^ = Const., 
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0ive etiam: 

Pars laeya aequationis praecedenüs (8.) est semissis snmmae viriom yiyaroin 
aystematts, siquidein refertur systema ad axes mobiles coordinatarum x et y, 
in ipsarum piano circa initium coordinatarum uniformiter rotantes. 

Aequationes differentiales (1.) notum est sie etiam repraesentari posse: 

. t *.• 

(9.) ( . *•**•■ "dT öU ,, dF ^ , d<I>, 

*/ 5 = ö^+*»ö^+^^+-"' 

^ d^»i du,. öF ,,60 

Si statoitur 

erit 17 fnnctio ipsarum r,-, w,-, s^^ quae praeter has quantitates ipsam < non 
eonUnet; porro aequationes (9.) evadunt: 

(10.) *'•''' ^ d.r? ^dV ,, dF^, SÜfy 

Si tres aequationes praecedentes per dtj, dwt* ttsi multiplicantur atque in pro- 

dvctis ipsi i valores 1, 2, ... » tribnuntur, omnium summa facile suppeditat 

dr, dw- 
integrale inventum (8.). Termini enim bini in rt^ -^, -jp ducti se mutuo 

destmnnt) eritque 






^m e soppositione supra circa functiones F, 4», ... facta identice sit 






M& . iK A JBüiMhi, n09m w^eAadm aequoL difer€Hi. partkUes 

V^H^M*«^^^" mifoi^ntiales ipsis (10.) similes ill. Laplace iii Opere de 
.>s»^»*^ Uüüiiiil^ qoaerens molmn planetae yenint circa 
«^MHithi» t^raecedeotes acconuDodatae sunt quaesitioni, qua duonuii 
^V4^itii nioliu» Veras drca atternu mediimi consideraliir. 

KuBCtio U foma antecedentUms praescripta gandet, fwoAet 
y#«m a $e imeieem harn a eemtrü qmotemmgme trahumhir, gmae 
ii^m$tmim a mmifanmiter ratamimr, eammmmi rotaüamis veloeiiate, el w fM ae^ae 
^f$4$ meqme pmmcta m-, reagwmt. Pro quibus centris eliam sabstitai possol 
eorpora solida cuhislibet formae exterioris ac constitiitioiiis mtmoris, qaae circa 
altem coordinatanun i eadem ac constanti yelocitate rotantur alqve insuper 
Beqne a le iiiTiceiD neqae a punctis m,- soliicilantor. Eüs oranQras casÜMis in- 
tegrale anom propositnm iocum habebit. Qui obyeniiint casus in problenafte 
triam corpornm, siqoidem statnatur, qnod proxime licet, corpus princ^ttle ei 
corpus pertnrbans in piano fixo nniformiler rotari circa commune eorom ;;ra- 
yitatb centram. Unde integrale propositum iustam erit in problemate triioa 
rorpornm respectn oroninm poteslatnm excentricitatis et inclinationis corporis 
pertsribati atqne massae corporis pertnrbati, reiectis terminis ab exc^itricitate 
et inclinatione corporis pertnrbantis atqne massa ipsias corporis pertnrbati pe&- 
dentibas. 



OiiemdUur, qucmodo ei aequaiione eansertaiianis tfirium tiea r um ei 
eam$€rraiumem arearum eoncemenie ordo iniegraüonum bmis uniiaiibuB 

Qnod lüutdquaquam pro quolibei aeqtuUianum ägnawUeanm mieffroH comügk^ 

56. 
Qnoties fnnetio U ipsam / non explicite inyolyit ideoqne 
coDfenrationif yirinm yiyarnm locnm bebet, integrale mmmm, qoo princtpiua 
Oliid eantinetnr, ordinem differentiationnm minnit duabus nnitatibas. Sinl emaa 
nirsof aeqnationes diferentlales nomero 2m seqnentes: 

di ''IfPi' di dq. '^ 

ii U ideoqne etiam H ^ T—U ipsam / non continet, aequationes übe sc 

Mbfberi possunt: 

dqii dqii. . ^: dq^: dpr. dp^i . . > : dp^ = 
fJB dB fJH ^ ^^ ^^ 

i|Me «ant aeipationes dilTerentialef 2m— 1 primi ordinis, ideoqne nhis 
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tionis differentialis (2m —iy ordinis locum tenent, quae per integrale a prindpio 
oonservationis viriom vivarum suppeditatum ad ordiuem (2i9i--2)''"'' redücilur 
Contra si U ideöque etiam H ipsam t contlnet, aequationes differenliales pro^ 
positae unius acquationis ordinis 2m*' locum tenent. 

Si insuper principium conserva tionis arearum respectn plani cuiusdam 
dati locum habet, ordo differentialionum rursus duabus uuitatibus minuitur, si- 
qnidem semper statuitur ordo differentiationum systematis aequationum differen- 
tinlium vulgarium idem atque unius aequationis inter duas yariabiles, ad quam 
per reg-ulas notas eliminationis systema aequationum differentialium revocari 
potest, sive etiam idcm atque numerus constantium arbitrariarum, quas poscit 
integratio completa. Sumatur enim planum datum ul planum coordinatarum x 
et ff, ac statuatur rursus 

a:. = r,cosf?;, y/ = TiSin^?;; 
casu quem consideramus conlinebunt aequationes propositae diiFerentialia quidem 
prima et secunda singulorum angulorum «?;, sed ipsorum r; tantum diiFerentias. 
lam per integrale, quod casu proposito principium arearum concernit, fit, de- 
signante a constantem arbitrariam, 

unde posito 

du, 

iil 

(1.) a=.R^ + :Sm,r]^ = R^+N. 

Si in aequatione, qua principium cbnservationis virium vivarum continetiir, 

in qua h est constans arbitraria, substituimus Valores i?j~«£4-«», fit illa: 
sive e (1.) 

(2.) ^„4(:^)-+(^i)%,.(^)-|+^ = r+». 

Si in aequalionibus differenlialibus sobstituuntor valores 

i«i _ du, a — N 
dt ~ dt ^ R "> 
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exulavit quantitas e, simal cum eins differeii.tiaiiba8, quam aequationea cou- 
ditionales atque functio U tantum quantilates Siy ri, Ui contineant, unde onmerus 
variabiiiuni unitate, ideoque ordo differentiationum duabus unitatibus minuitur. 
Generaliter, quoties in aequationibus difFerentialibas propositia variabiles ita 
eligere licet, ut in iis una ex eamm namero non ipsa sed tantaui eins bina 
differentialia prima obveniant, quam novum integrale generaliter iuvenire licet, 
tum uno integral! novo invento ordo differentiationum äuabu$ unUaiibui dimi- 
nuitur. Sit enim in aequationibua differentialibus supra propositia qi variabilia, 
quae in ipsa R non invenitur, habetur 



ideoque «ovum integrale 
Beiecta deiade aequatione 



dt d^ -^ 



Pi = Const. 



^i dB 
di " dp, 

atque considerata pi in reliquia aequationibus differentialibus ut constante, aicati 
inventum est, numerus variabilium 9 et p ideoque ordo differentiationum duabua 
unitatibus diminutus est. 

Etiam in casu, quem §. antec. tractavli si integrale (8.) §.55 locum 
habet, ordo differentiationum duabus unitatibus diminuitur. Nam si statuuntur 

dr^ dW' d»- 

Ut variabiles r;^ w„ ä;, r/=-^|-, tDi= -^^ «J==-^, atque aequationes (10.) 

§. 55 bmnes per unam ex eamm numero dividuntur, ipsa t atque elementum 
dt in aequationibus differentialibus non inveniuntur, ordoque differentlationnoi 
unitate diminuitur, qui deinde per integrale (8.) §. 55 altera adhuc unitate 
diminuitur, prorsus simili ratione atque vidimus, quoties prindpium oonser-* 
vationis virium vivarum locum habeat, ordinem differentiationum per principiimi 
illud atque eliminationem elementi temporis duabus unitatibus diminui. 

At non Omnibus casibus, quoties habetur integrale novum^ simili ratione 
atque in praecedentibus exemplis ordinem differentiationum scita variaibilium 
electioue duabus unitatibus deprimere licet. Ita non fit, ut altero et tertio 
integrali, quod principium arearum concernit, duas variabiles oum earum dif- 
ferentialibus eliminare liceat ideoque ^iia/tfor unitatibus iste ordo deprimatur. 
Sunt tantum praecedentia exempla simplicissima, in quibus iam absque theoria 
supra condlla ilia depressio ordinis differentiationum sponte se offert Theori« 
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•ntem sapra condila docet, semper yariabilium syslema investigari posse^ pro 
quibus ordo differenliaiionum duabus unitatibus inferior evadat; sed generaiiter 
illa investigatio socundum praecepta tradita postalat, ut alia condanlar systemata 
•eqaationam differenüalium , quae inferiorum ordinum sunt, alque singulonim 
isioram systematum aoxiliarium integrale unum qnodcunque indagetur. 

Systema propositum aequaUonum di/ferentialium eulgarium vocatur canonicum. Cuiusmodf 

systema in aliud odkumicum troMformaiur, Quod una cum iransformatione aequationii 

di/ferenUalis partialii calde generali peragiiur. Canonicum elementorum systema. 

57. 

Revertor ad formulas perturbationum §. 52 traditas. Videmus, aequa- 
tiones §.52 (7.), in quibus elementa perturbata ut variabiles introducta sunt* 
prorsus eadem forma gaudere atque ipsas aequationes differentiales §. 52 (5.). 
Formam autem illam memorabilem, qua utrumque systema aequationum diiferen- 
tialium gaudet, quia frequenter in bis aequationibus obvenit, dicam aequationum 
dÜFerentialium formam canonicam. Sunt in eiusmodi systemate canonico aequa- 
tionum differentialium vulgarium variabiles numero pari, atque altera pars 
bemissis yariabilium alteri semissi singulae singulis ita respondent, ut diiFeren- 
tialia illarum yariabilium aequalia sint differentialibus partialibus certae cuiusdam 
fdnctionis secundum has yariabiles sumtis, et harum yariabilium diSerentialia 
aequalia sint eiusdem functionis differentialibus partialibus secundum illas yaria- 
biles sumtis atque insuper signo negative alTectis. 

His positis transformatio illa, qua yidimus §§. 52, 53 aequationes 
^^/ _ ddf+Si) dp. __ sif+n:) 
dt 
mutari in has: 



dp, ' 


dt ~ 


dg, 


db. BSi 
dt da. ' 


da, 
dt 





continetur sub prbblemate generali, quodcunque systema aequationum differen-- 
tialiumy quod oanonica forma gaudeat, in aliud eiusdem formae per introductionem 
noearwn f>ariabilium transformare. Quod problema eliam ratione prorsus diyersa 
proponere licet. 

Comprobayi enim antecedentibus integrationem syslemalis aequationum 
differentialium: . .^ . ^^ 

dt ■" 5j9; ^ dt "" dq. ' 
Iq qua maioris generalitatis gratia supponam, praeter quantitates qi^ pi etiam 
ipsam t fiinctionem f explicite ingredi, pendere ab integratione aequationis 
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dq. öf 
dt ~~ dp. ' 


dp, df 
dt dq, 


dv 

dq, =^" 


dV , 
da, = *- 
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differentialis partialis, quae provenit ex aequatione 

subsUtaendo in funcHone f in locum qnantitatam p, differenlialia Tunctionis Y 

partialia respectu quantitatnm q, snnita, sive statuendo 

dV 
P^ = ^- 

Invenia enim functione V, aeqnationi illi differentiali partiali satisfaciente atque 
inyolvente tn constantes arbitrarias a,-^ praeter unam ipsi V mera addilioiie 
adiungendam, erant integralia completa aequationum : 



seqnentia : 



designantibus &.* novas constantes m arbitrarias. Videmus igitur, inter syste- 
matis canonici aequationum differentialium vulgarium et aequationis differentialis 
partialis integrationem arctissimum nexuni intercedere. Unde iUterius tram- 
formatio statim etiam ailerim transformationem suppeditahit. 

In promptu est aequationis differentialis partialis transformatio, si tantum 
in locum variabilium independentitm aliae variabiles independentes introducuntur. 
Neque aiias transformationes hactenm considerasse videntur Analystae **). Sed 
dantur etiam transformationes aequationis differentialis partialis primi ordinis 
alius in aliam primi ordinis per substitutiones, in quibus expressiones variabilium 
independentium alterius aequationis continent quura variabiles independentes 
alterius tum differentialia secundum eas sumta partialia. Methodus generalis 
eiusmodi efficiendi transformationem haec est: 

Proposita sit aequatio: 

(1.) dV, = -f,dt+p,dq,+p2dq2+^*+p^dq^y 
in qua 

Sit data Tunctio ipsarum ^i, 9,, ... g„, t atque ipsarum 

dV, dV, dV, 

*) CouBtantem a §. 35 (3.) additam bic quod Kcet = posui. 
**) quarum tarnen specimen quoddam offert Euleriana illa methodus qua variabiles 
independeDtes cum differentialibuB secundum illas gumtiB coramutantur. C. 
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Aequatio (1.) locum tenet aequationis differentialis parlialis (2.), atque in locum 
aequationis (2.) licet aequationein (1.) transformare. Ad quam efficiendam 
transformalionem assumo fnncüonem prorsusarbitrariam Fipsarum t,qi^q2^...q^, 
atque novarum variabilium Oi^ »2, ... a^. Quae determinentur novae varia- 
biles per ipsas t^ qi^ ^i, ... q^^ Pi^ P2'i ... Pm ope aequationum : 



ac praeterea statuatur 

(4.) 
His posilis fit 






SV 
(b) \^^ "^ -ßfdt+pidqi+p2dq2+'+p„,dq^ 

I —bidai — b2dai — ^ — b^da^. 

Qua aequatione subducta de (1.) positoque 

(6.) K,-F= W, 
nanciscimur : 

(7.) dW = - j^,+-|K jrf/+6,rfa, + Mö2+- + A.rfa^. 

Transformalionem generalem aequationis diiTorentialis partialis primi ordinis, quae 
antecedentibus continelur, theoremate particulari proponere convenit. 

Theorema VIII. 

Sint t, qi'i g2'i ' ' gm 'oariabües independentes ^ inier quas et func^ 
tionem eantm Vi propostta sit aequatio differentiaiis partialis: 






assuniatur functio prorsus arbitraria V ipsarnm t^ qi^ q2^ . . - q^ et »o- 
i)arum variabilium a^^ ai^ ... a,^; atque in loct$m quantitatum 9i? ^i? ... 9«^ 
introducendo qtsantitates 



dV oV 


dV 


da, ' 5a, ' • • 


ÖOm ' 


exprimamus qwmtitates sequentet: 




dv dv 


df 


■ dq, ^ -Oq, ' • • 


eq„ ' 



16 
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atque ti in ft loeo -^ terütimu» -^ — , fonctionem 

dV / dY BY dY\ 

dt "•"'» V* ^'^ *»"••••?-* "5^» ö?, »•• • '§^J 

per quantUate* 

. BY BY BY 

t, «„ «h, . . . «., -■ g^, -^» • • • ~-d^'^ 

quo facto fiat: 

BY / BY BY BY\ 

-öf+riyhgi^gt'i'qm, ^, 8^'" B^y 

A BY BY BY\ 

SV dW 

his omnilms transaelis, si tu functione q> loco — ^— scribitur ^ — , erit 

aequatio differentialis partialU proposita transformata tu sequentem: 

ew , /, aw aw aw\ ^ 

atque alterius $ohtHo ex aUerins ineenÜur sobMane ope aequationis: 

mquidem aut cognita wlutione Vi eariabilei q^^ 929 ••• 9. exprimuntur 
/lei* 01, (i^^ . .. a^y t ope aequatiomum 

dv^_dr_ ar, _ ar 

aut cognita solulione W €ari€Mle$ Oi, 029 
9i^ 92) • • gmy l ope aequationum: 

da^ aa^ ' da, öa, ^ 

Demonstratio theorematis antecedentibus trad 
aequalionibus 

av, ^dv^ J^= ^^ 

inde sponte seqaunlur hae aequationea: 

dv_^_dw^ av ^ aw 

ö«j ~" aa^ ' öö, "" da, ' 
quod etiam inverti potest. 

TranBformatio goDeralis systematis canonici aeqnationiun differentialiam 
vulgarium theoremati praecedenti respondena hoc tlieoreniate continetiir: 



^' 


BY 




. «. 


^ exprtwuHtuT 


;»er 


BW 
da. 


BY 




ita eo nititar, quod positis 


4^= 






BY 
Ba,'- 


BW 
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Theorema IX. 
Proposito gystemate aequationum differentialium eulgarium canonico: 



dq, _ 
dl ~ 


er, 
dp,' 


dq. _ df, 
dt - dpr • • 


dq„ 


df, 
dp,,' 


dp, _ 
dt ~ 


dq,' 


dPt _ df, 
dt - dq,' ' 


dpm 


df, 
dq^' 



in qua /i est functio ipsarvm t, q^^ q^^ ... q^, pi, p^, ... /i« quaecunque, 
oisumatur functio arbilraria V quantitatum ty q^^ q^^ ... q^ atque noearum 
eariabilium ai^ 6b, ... a«; quo facto condantur aequationes: 

er _ dv _ dv 

ö^- P^^ -g^- P^^ • • • d^= P-y 

quarum ope exprimantur et eariabiles y,, ^,9 . • • gm, Pi^ Pi^ -- Pm ^ 
functio 

per t et noeas eariabileM Ox, «b, . . . a^, 6i, &2, . . . 6^; inventa ex^ 
pressione 

dV 

systema aequationum differentialium eulgarium canonicum in aliud cano^ 
nieum hoc per substitutiones propositas Irans formatur : 



da, _ 
dt 


dai 
Ob,' 


dt ~ 


d<p 

db, . • 


da, 
• • dt 


dtp 
db,' 


dt 


dar 


db,_ 

dt ~ 


da 
-da,' '■ 


db, 
dt 


dtp 

dum 



Theorematis praecedentis gravissimi demonstratio, quainquam iam in quaestio- 
nibus supra Iraditis continetur, si breviter denuo adstruere placet, haec habetar. 
E systemate canonico proposito fluunt aequationes symbolicae sequentes, 
siquidem fonnuiarum notarum 



dq. d.dq. dp. d.dp. dV d.dV 

^ir^^dT' ^'^If^^—dT' ^'-dT'^'-dr 



recorderis: 
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= ■^*^'+-^«vCä^ *-; — Ä — / 









--^•V-rfT'^ä-a--^«'— ST-/ 

Unde quum e systemate canonico proposilo sequatur: 

dt dl ' 

invenimus: 

Qüae aequatio syinbolica systeina canonicum transformatum snppeditat, atque 
insuper aequationem 

d(p dq> 

quae ex illo sequitur. 

Unde fünctione W per ipsas t. ai, 02, ... a^ expressa, fit: 
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Eliminatis quantitatibus qt^ pi ex expressione /1+-37- ope aequationum (3.) et 
(4.), evadit illa functio ipsarum t^ ai, €h^ ••• Omy &19 ^29 ••• b^y quam statuamiis: 

dt 



üV 



eritque subslitutis ipsarum b, cxpressionibus -^ — , e (8.): 

Ouae est aequatio differentialis partialis Iransformata, quae locum tenet aequa- 
tionis differentialis partialis propositae (2.). Eritque prorsus eadem substitutione 
(3.) et (4.) systema canonicum aequationum differentialium vulgarium pro- 
positum in alind canonicum transformatum. 

Transformatione generali theoremate antecedento proposita, continetor 
illa in qua ut variabiles novae statuuntur elementa problematis approximatL 
Sit enim in theoremate illa 

(10.) n = f+^, 

sintque functiones f et V ita comparatae, ut Substitut is in f loco ipsarum pf 

cV 
expressionibus -: — ^ prodeal 

considerari possunt quantitate^ a^^ a^^ ... a. lamquam constante9 arbitrariac 
' quac afficiunt solutionem f aequationis differentialis partialis 

ideoqae ex iis, quae snpra probata sunt, considerari possnnt Oi, Oi, ... a., 
6,, ij, . . . 6m ul elementa eontlantia, quae afficiunt integral ia completa 

löV _ öK _ dV 

(12.) 



o?« 






•» 



aequationum differentialiam 

(13.) 



dt " öp, ' dt ~ dp,^ ' ' ' dt ~ ^"^ 



'dt ~ öy, » dt ~ "35f ' * • • dt ~ dq^ 
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r >«M virs« in aeqaationibus (12.) ipsae ai, bi ut constantes 

. >«riii ^4^|ita(iones illae (12.) integralia completa aequationum (13.). 

^ > ^ V4,v a ^^^«Uonibus (12.) ipsae a,-, 6; ut variabiles considerantur^ 

^^ :i a<«M«i ttMüin 9ö Pi op^ aequationum illarum substituendae sunt, 

,0^%.% ^^M^ttiii pivposituni, transformari ea subslilutione aequationes 

dt " dp, ' 

iH 4M^«^^^^^ ^equentes: 

da, dfd 



dp, 


dcf+si) 


dt ~ 


dq, 


db, 


dÜ 



dt o67' dt da. 

\ft!$jttw\f Miiw casu proposito: 

\^^^ ^Uttt formulae diiTerentiales elementorum perturbatoruni, quae a supra 
y^H»^^4Uii (antum eo iliscropant, quod in iis —fr,* loco 6; scriptum sit. Sffstemn 
^hmmtwum, quae m modum praecedentuan per aequationes differentiales ca-- 
m^ii'm drtti^manlury et ipsum dicere convenit cananicum elementamm systema. 

I># in^MformatioHe sysiematis elementorum canonki m oKud canomeum. 

58. 
In antoeedenlibus duae functiones, quarnm differentialia partialia sumenda 
«uiU in Tormandis systematibus canonicis proposito et transformato^ inter Be 
dill«>runt. Quoties vero fymctio \\ quae in praecedentibns ex arbitrio assuiiu 
poloral ipsam / non conlinet, ent 

dt ^' 
ldf»oqu(^ /i -*" if^ sivo in utroque systemate canonico fonctio iUa eadem erit. 
Ko oaitu «»liam rolalion^s, quibus novae varialMles e Tariabilibus primordialibus 
d^loruiinanlur« ipaam / non iavolvunt. Unde si variabiles sunt elementa pro* 
blt^nialla approximativ «tiam no\*ae variabiles non nisi aliiid systema elementorum 
(iluad^iu prt>blematJ9 qpprtiximati erant Onodsi igitor formilas differentiales 
(ilt^monlorum pc^rturbatorum hac ratione itemm transfonnamvs, mmmtucimmr 
mi^ihm miUfm0 fitmtmtrm, quo sffHemm o le m emto rmm emmmiemm tn mlterum 
9ii$limm phm^hrum t^nmimirum trmMfi^rmeiut. Habemns enim e tbeoremate, 
pi^riiitilando Ipaa» f^« f«« ««^ 6«« re$p. cum m^, 4,^ a,> ßi propomtioBem se- 
qui^iiltHi; 
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Theorema IX'. 
Sint fortnulae differentiales elemenlorum perturbalamm, designante S2 
fuHctionem perturbatricem: 

da, _ öß da^ _ Ö^ da^ _ öSl 

dt " db,' di " db,' • • • "sr "" Ö6;; ' 

sint «1, «2, ... cf«, /ii, /^j, ... /?« functiones elementorum praeeedenthtm 
ai, 02, . . . o^, 6|, 62, . . . 6., jTiiae, designante y functianem quamUbet 
ipsarum »i, Oj, ... a,^, cf^, «2« .. ^«, «A »/& pendeant per aequaHones: 

detemUnantur elementa nova per systema aeqwMonum dif^erentiaÜMm prorsus 
simile: 

dn^ dSl ^ _ öSl da^__ d^ 

"dt '"" dß,^ dt " c)Ä ' • • • dt '^ dfl^ ' 

dt da, ' dl ~~ öflf, ' • • • A "^ 6a« ' 

Transformatio generali« elementorum canonicomm, quae ope functionis 
arbitrariae Iheoremate praecedenti efficitur^ redil in methodam notam, qua e 
nolutione completa aequationis differentialis partialis primi ordinis deducitur 
solutio functionem arbitrariam Involvens, quae dicitur generalis. Sit enim F 
aolotio aequationis differentialis partialis, ad cuius integrationem e theoria ht^ 
ozposita reducatur problema approximatum, alque involvat V constantes arbi- 
trarias ai, 03, ... a^, ita ut sint 

aequationes finitae problemcftis approximati et quantitates ai, o,, ... a«^ 6x9 
62, ... b^ eius elementa canonica. In locum solutionis Fetiam scribere licet 
V+<Py designante (p conßtantem; de qua solutione completa deducitur generalis, 
si constans (p staluitur functio arbitraria constantium »i, Oj, ... a^, atque 
differenlialia partialia expressionis V+(p' respectu ipsarum ai, 02, ... a.» suinta 
nihilo aequiparaniur. Statuamus functionem ipsarum ai^ 02, ... a« arbitrariam 
inTolvere praeter has quantitates alias constantes arbitrarias ai^ «29 • • • er.; 

Jonrual ffir Matbemaük Bd. LX. Heft. 2. 17 
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eliminatis e V+(p ope aequationum 

quantitatibus üi^ a2^ ... a^^ habebitur nova solulio V+(py alias m constantes 
arbitrarias iiiYolvens. Etiam de hac deduci possunt aeqaationes finitae pro- 
blematis approximaii, qmppe quae erunt: 

Sed qnanlitates a^ functionem V+(p tantum afficiunt, quatenas in ipsis a; con- 
tinentur ac praeter has explicite in functione (p; differentialia aulem functionis 
F+9 respectu ipsarum a,- sumta supposuimns evanescere; unde erit 

d(y+v) _ d^ 

da. da. ^ 

sive aequaliones novae finitae problematis habentur: 



ä^~~/^^' 3^ 



ca. 



erunt que c^i, o,, ... cr^^ ßi^ ßz^ ... /?^» nova elementa canonica determinata 
e primordialibus per has aequationes et illas supra assumtas: 

dtp _ _dY^ _ . 
öa. ~ da. "" ^'• 

Elementa autem nova canonica inventa si in problemate pertnrbato tamquam 

variabiles spectantur, eorum differentialia oxpressionibus similibus aeqnalia 

evadere debenl atque elementomm primordialium. Q. D. E. 

Transformatio ea, quae in §$- aniecedentibus tradita est, etiam generaliar proponUur. 

59. 
Sed quanta generalitate gaudeat transformatio aequationis differentialis 
partialis primi ordinis et quae lüde pendeat systematis canonici aequationum 
differentialium vulgarium supra §. 57 proposita, sunt tarnen altae, quas illa 
transformatio non amplectatur. Scilicet adhuc sequentes addendae sunt. 
Sit rnrsus aequatio transformanda : 

dVi = -fidt+pidq\+p2dq2 + *''+p^dq^y 

in qua fi est data functio ipsarum t, q^^ q2^ . . . q^^ Pi^ P^^ - -- Pmi 0it etiam 
Y rursus functio ex arbitrio assumta ipsarum ty 9,, 929 •• 9«^ ^m ^9 ••• a«> 
inter quas vero quantitates iam statuamus insuper locum habere aequationes: 

F^o, * = 0, . . . . 
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Tum, posito rursus Ki— K= W, erit aequatio transformata : 
dW = -(pdt + b,dai+b2dai+'+b^da^, 
aiqiiidem ponitur: 

^ 5F , , ÖF , . 50 , 



öo, ^ öa, ' öa, 



*- = —ST^+^i^:: — 1-^2 



Ex his aequalionibus, quibus ipsae addiinlur F=0, f/> = 0^ ..., eiiminatis 
^19 ^9 • • • determinandae sunt ^i^ 929 • • • ^my Pm i'29 ' * - Pm P^^ ^i? ^? • • • ^my 
61, 629 • » - b^9 earumque valores in expressione ipsius cp subslituendae. 

Si multiplicatores A^ , ^ , ... evitare placet nequc tarnen symmetriae 
formularum derogare, transformationem etiam sie proponere lieet. Aequa- 
tionibus enim F=0, * = 0, ... inter quanlitates qi^ a,, / assunilis, quarum 
numerus sitm— Ar, sinlr^, n^^ ... r^^ funcliones quaelibel ipsarum /, q^^ q.^ ... q^^ 
Ol, 02, . . . a^; licet omnes 91, 92, • • • ^m por ipsas /^ a^ , Os, . . . a^ alque 
novas quantitates ri, rj, ... r^ exprimere, quae expressiones eiiminatis rj, 
Tj, ... Tit suppedilabunt m— ä aequationes inier ipsas q^^ grj, . . .* ^«^ aj, 

€»2n • • • ^my t- 

Aequationes F ^ 0, ^ = 0, . . . , quum ex arbitrio assumi possint, iam 
earum in locum statuere licet, ipsas ^i, 929 .• • • 9» esse functiones arbilrarias 
quantitatum /, «i, «2? ... »»^ n, ^2, ... r*. Quibus electis, sil 

17 • 
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Unde erit: 

d\\ - -riäl+pidqi+p2dq2 + *'+p^dq^ 

Assumla lam ex arbilrio ipsarum ai, 02^ ... a«,^ r^^ r^^ ... r*^ / functione V, 
staluatur: 






erit 



d(y\-V) = dW=-<pdt+bidai+b2da2+—+b^da^. 
Ex aequationibus m+k: 

et per resolntionem aequationrnn linearium determinantur pi^ pi^ ... Pm per 
Ti, r,, ... r*, öi, «i, ... a^, 64, 629 • • • *~^ '5 ®* eUminaüs pi, pa^ . . • p« 
habentur Ar aequationes inter ipsas ri, r^, ... r*, »i, «2, ... a^, 61^» 629 • • . *», *, 
quarum ope ipsae ri, r2, ... r^^ ideoque eliam />i, p^, . . . p^, ^i, ^j? • • . 9«» 
per ai, aj, ... a^, 61, 62? • • • ^i»^ t determinari possunt. Qui deinde valorea 
in expressione (p sufosliluendi sunt, ul illa solarum ai, a^, . . . a,.^ 61, 62? • • • &•»> f 
fanctio evadat. Transfonnata autem aequatione 

dVi = -'fidt+pidqi+p2dg2+*"+p^dq^ 
in hanc 

rfW^ == -^(pdt+bida,+b2da2'\ \'b^da^, 

in quibns ^ est ipsarum f^ ^i, qj^ ... ^m^ Pi^ P29 - - Pm^ atque 9> ipsarum 
^ Aj9 ^2^ • - • o»^ &n ^2 9 • - • 6» functio, simul aequationes 

altera in alteram transformatae sunt. Substitutis in fi loco ipsarum pg ex- 
pressionibus -^, in tp loco ipsarum ö, expressionibus -^^ evadunt aequa- 
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tiones illae aequationes differentiales partiales, quarum igitur iam per methodom 
propositam transformaüones novas nacti sumus. 

Si ft=ifi^ transformath) eadem obtinetur atque §. 57. TransformalioRes, 
quas ex antecedentibus pro k<Zn^ obtinemus, etiam novas transformationea 
systematum canonicorum aequationum differentialium ynlgarium suppeditant. 
El aimiliter atque in §. antec. etiam systematnm elementorum canonicoraoi 
novas inde emimus transformätiones. Quas transformationes, singnlas binia 
modis, sequentibus theorematibus proponam. 

Theorema X. 

Derignante % numeras 1, 2, . . . m proporitum sit sj/stema aequa^ 
tianum difflerentialimn vulgär tum: 

dt "" dpi ' dt '^ dq, ' 

Oisumalur functio arhilraria V ipsarum t, q^^ qi^ ... q^ notHtrumque 
poriabilium Oi^ a^, ... a», inter quas quanlUcUes 2m +1 skthuitur locum 
habere aequationes quascunque 

eandanlur porro aequationes 2m +i sequentes: 

^^dV , BF .60 

. dV . dF . d^ 

,quarum aequatianum ope, advocatis ipsis F^O, ^ = 0, ...^ et eliminari 
possunt muUipUcatores ^m ^t,, . . . ^ et determlnantur 2?n quantitates qi 
et pi nee non functio <p per ipsam t atque 2m novas quantitates a^^ bi; 
qui ipsorum qi, pi valores si substituuntur in systemate proposito aequa-* 
tionum differentialium vulgarium, transformatur illud in sequens: 

da^_ d(p db- _ dq> 

dt '^'^' dt '^ da- ' 

Porro, m locum ipsorum pi, bi scribendo -^9 "SöT' ^ conduntur 



aequationes differentiales partiales 



184 C. G. J. Jacobii nava meihoduM aequaL differeni. partiaks primi ordinis tniegrandL 

cUterius soluHo ex alterius obtinetur 9olutione per aeqwUionem: 

Y, == V+ W. 

Theorema XI. 
Designante i numeros 1, 2, ... m^ data sint differetUialia elemen- 
tomm problemalis alicuius perturbati per aequationes: 

^^dSi_ db^ ^ eSi 
dt "" db. ' dt "" 6a. ' 

designante S2 fnnctionem perturbatricem; assumalur functio arbitraria V 
elementorum a^, 029 ... a^ novaramgue qtumtitatum ^i, a^^ . . . a^; con- 
dantur porro aequationes 2m sequentes: 

^ dV , dF , 00 



da. ^' Öa^ ' Öa. ' 

quarum aequationum ope, adeocatis ipsis F = 0, ^ ^ 0, . . . , et eliminari 
possunt tnultiplicatores Ji^^ A^, ... et determinantur 2m elemenla ai^ bi 
per naf>um systema elementorum a,^ ßi; quae elementa nota si etiam in 
functionem perturbairicem Q, loco ipsornm a,^ 6/ introducuntur^ ineeniuntur 
differenlialia elementorum noi>i systematis a,^ ßi per formulas: 

da^_dSi^ dßi _ dSi 
di "" ö^; ' dt " da. ' 

Obtinetur theorema praecedens e theoremate X. statuendo, functiones Vy F,^^ ... 
ipsam / non mvolvere, et permulando piy qi cum 6,^ a,^ atque 6,^ a,- cum /?;, a^. 
Theoremata praecedentia etiam hanc alteram formam induere possunt: 

Theorema X". 
Designante i numeros 1. 2, ... m^ propositum sit systema aequationum 
differentialium eulgarium: 

dt dp. ^ dt dq. ' 

statuantur quantitates q^^ q^^ ... q^ aequales expressionibus quibuscunque 
ipsius t novarumque quantitatum ai, a^^ . . . a^y r^, r2, ... riy desig^ 
nante k numerum aut ipsi m aequalem aut ipso m minorem; assutnahtr deinde 
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functio arbitraria V earundem quantUatum ai, 02, ... a«, ri, Tj, . .. r», 
t, alqne condantur aequationes m+h: 

per quas determmentur quutUitatei Vi^ rj, ... r*^ Pi'i Pit • • • Pm per 
quantitales ai, 02, ... a^, b^^ 63, . . . 6.^ t, unde etiam quantitate$ 
9i? 92? ••• 9ii» /'^ easdem quanlitates determinatae ertmt; quibus substitutis 
quanlüatum r,-, q^^ pi expremonibus per easdem quantitates ai^ a^^ ... a^, 
fri. bi^ ... b^y t etiam exhibecUnr functio 

■ 9 = f.+^-\pJk^P,^+-+p-%-h 

quibtit facti» ri expressiones ipsarum qi, q,^ ... q», fi-, Pi^ ■ ■ • p» per 
a,, o,, ... a„, bi, bti . . . b„, t ineentae substituuntur in tyatemate 
qequationum diff'erentialium proporitarum, obtinebitur hoc rimilit formae: 

da^d^ db. _ gy 
dl ~ öbi ' dt ~ da. ' 

timul aequationes differentiale» partiales 

dV dW 

quae obtinentur ponendo in altera -^~~^ loco pi, in altera -r— loco bi^ per 

easdem aequationes altera in alteram Irans formanlur y et alterius soluHo 
ex aiterims habetur per aequntionem 

Theorema XI^ 
Designante i numeros 1, 2, ... m, dat^ sint differentiaüa elementorum 
problematis alicuim perturbati per aequationes 

doj^ dSi db^_ _ aß 

dt ''" db. ' dt "^ da. ' 

designante £2 funclionem pertfirbatricem: statuantur elementa Oi, a^^ ... a„ 
aeqfialta expressionibus quibuscimque nof)arum quantitatnm m-^-k^ 

«1, «2, ... (Xffy fi, f2, ... €jt, 

designante k numerum aut ipsi m aeqtsalem aut ipso m minorem; asswnta 
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deimde fimctiane arbUraria V eanmdem m+k quamtitmtmmy fi 
tiones m+k 

SV . a«, , «^fl« , .1, 5«. 

' * * ca^. * €ja "^ aa. ' * * de. ^ 

/ler ^ot deierwineHtur m + k qmantikUes €1^ €2^ ••• ^19 ^1^ ^29 — ^m 
per quantäales noecu 2m: 

«M ^^2'i ... C'-., /^M ßi'i • . • /^«, 

fffiife efian» ai, Oz, ... a» p^ ea$dem quamtitate$ detenmmatae enml; qmme 
expremome$ elementomm aj, 02, ... a^, 61, 629 ••• 6. p^ »Oüm ele m emtm 
ai^ ^29 ••• ^my ßi'i ßit '" ßm 9% iubstUuuntmr im fmmcUome pertmrbatriee Sij 
kabentwr differemtialia Mwi elementomm sj/MtematU per farmmlms 

di ^ 5/9;' dt "" aa.' 

Haec altera tbcorematttin forma commodior est, quoties in priore fama wm 
aequationiiiD F^O^ 4^ = 0, ... valde magnus habelur. 

De casu quodam simpliciMMimo, quo e sysiemaie eltmeniorum canomco mKmd 

efusmodi sysiema eruatur. 

60. 
Paocis agam de traosformationibus simplicissimis, qoaram taaieft fre- 
qaentissimus aaiis erit^ alias sy^ematia canonici elementomm in alind canosicnm, 
Sunt elementa canonica, qnomm differentialia hniusmodi aeqnationftna ex- 

primnntnr: 

^ aja ab. __ dSl 
dt ^ dh^^ dt '~ da. ' 

qnanim aequalionimi integratio redil in integralionem aequationis dilermitialia 

partialia: 

= ^+Si. 

iiquidem in funcUone pertnrbalrice £2 loco ipsomm 6i, 62, ... 6« ponftnr 
^T— , -7j — 5 ••• ^ — 9 aive qnod idem est^ redit integratio aeqnationnm diffe- 
renlialiuffl vnlgarium praecedentinm in integralionem aeqnationia: 

dV ^ -ndl+bidai+lhdat+'^+b^da^. 
Voeamof dnaa elaaaea ayatemalia canonici elementornm^ alteram, ipaaa «t, #>v...a^ 
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amplectentem , posilieam classem, alteram, ipsas 6|, 62? ••. b^ amplectentem 
negatwam clMsem. Elemenla bina a, et 6, vocemus coniugata. Biha elementa 
coniugata systematis simul ex altera classi in alteram transeunt, si aüerius 
elementi signum mutatur. Si functioiies quascunque elementorom, quae ad 
alteram tantum classem pertinent, ut nova elementa illius classis introdncere 
placet, facillime alterius classis elementa, quae novis illis coniugata sunt, de- 
terminantur. Sint ex. gr. elasm positivae elementa ai^ 02 ^ ... a^ expressa 
per alias quantitates a^^ aj, ... a«^ quae ut noea elementa classis posiHf^ae 
spectentur; posito 

1^' = »■^+'--^+-+*-^. 

»it 

dV = -£idt+ß,dai+ß,da2 + ''+ß^da^. 

Vnde cottsiderari debent quantitates ßi ut n(wa elementa alterius classis^ erit^ 
que elementum ßi ^si a-, conjugatumy sire erit: 

d^_^ dSi _ dß. 
dß- "" dt ' da. "~ dt 

Ir proposilione praeccdenle loco a,^ a. ponere licet —bi, —ßi simulque loco 
hi^ ßi ponere a,^ a^. Unde fluit altera propositio, expressis biper alia elementm 
ßi, elementa classis positif^ae, ipsis ßi cantugatOy fieri 

db, . öb^ . , öbn, 

""' ="■ ^'dß; + '''Wi^''"^^'^Wi' 

8i hunc transfprmationis modum una cum illo qui sola mutatione signi unius 
seu plurium elemenlorum eflicitur, vicissim iterum ilerumqiie adhibes, iam hac 
Tia simplicissima ex uno systemate elemenlorum canonico diversissima alia 
deducere licet. 

Ut per methodnm generalem supra traditam eruatur transformatio illa 
simplicissima, qua bina elementa coniugata, ex. gr. ai et 61. alterum in alterius 
classem transeunt, statuatur 

erit 

rf(K-Fi,) = -ndt^a.da.+ b.da.+ ^ + b^da^, 

quae docet aequatio^ si loco ipsitts Oi introducatur »1 = 61, elementum coniugatum 
^od erat 6( ieri — »i, q. d. e. 
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Tramformatioues antecedentes, eartabili t et ipsa mutatOy ad Mummam generalUaiem 

perducuntur. 

61. 
In §§. 57. ^ 59. transformationuni aequalionum differentialiimi partialimn 
generalitatem eo restrinximus, quod unam variabilium independentinm immutatam 
reliqaimus. Quam restrictionem si missam facimus, ita agendum est. 
Sit rursus 

d\\ = -fidt+pidqx+p.dq^^ \-Pmdq^ 

atque V functio arbitraria ipsorum ^i^ 9o • 9>t^ ' atque novarum ai, «29 ... »m, 't: 
fit aequatio transformata 

äV 

d{Vi-V) -= --Q^dr+b.dat+lhdai+' + b^da^, 
siquidein statuitur: 

dv _ . dv _ dv_ dv 

'dt' - "''^ d^" P'' dq,- P'^ • • ö^--- P'^^ 

Ex liis aequaiionibus delerminaiidae sunt ty qi^ q^^ . . . q^ per ci^, £#2, . . . a^, 
61, 629 . . • bn,y r atqne valores eniti substituendi in expressione -^— , quo 
facto erit 

öV 
rf(F,.-F) = -•—dr-rb.da. + b.da^ + 'rb^da^ 

aequatio transformata. Si in modum §. 59. introducuntur aequationes F = 0^ 
*r^0, ... inter ipsas 9,, q,, ... 9,^, /, «i, »2, ... a^, t, nil in prae- 
cedentibns mutabitur, nisi quod loco ipsius V ponendum sit K— AiF— ij* — •, 
cuius expressiouis differentialia partialia multiplicatonim ^,, A^^ ... non continent 
diiTerentlalia^ ut quae in exprcssiones F,4>y... evanescentes ducta sunt. 

ül o propositione praecedente generaliori deducalur casus, quo varia- 
Inlis indcpendens / iminutala manet, scribatur in locuin ipsins V expressio 

designantü V functioneni ab ipsa / vacuam. Quo facto aequatio 

öK _ . 

abit in 
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unde dedacitur 

Reiectis igilur post differenliatioiies faclas lerminis in r — / duclis ut ovanes- 

cenHbus, mutato V in V+{T^t)f,, abit ~ in -^f+fi, differenlialia ~, 

8V 

-^ non mutantur. Unde si postremo t loco r scribilur, facile palet, quo- 

modo e praecedente propositione generaliori deducantur eae, quae §§. ante- 
cedentibus traditae sunt. 

Si aequatio difTerentialis partialis proposita ipsam funclionem quaesitum 
Vi continet, ita agendum est. Sit 

dV = '-fdt+p,dqi+p2dq2-\ \-pmdq^. 

atque contineat f praeter variabiles t, q^^ ^., ... q^^ Pi-, fi^. - - pm adhtic 
ipsam V; assumatur ipsarum F^ ^ ^i, ^2, . . . ^«, «i, «2, . . o«, '^ functio 
quaelibet W; erit 

dW = ^dT+b,da, + b,dtH + ''+b^da^, 
aiquidem statuitur: 

dt "" oV'' dq, "" dvP'' dq, "" dvP^' ' ' ' Öq^ "" ÖK^"«^ 

dW . dW . dW . 

Ex bis 2m+1 aequalionibus. advocala ipsa functionis W expressione ex 
arbitrio assumta, determinandac sunt K /, </,, ^2, ... qmy Pi'i Pi^ - - - Pm per 
W, r, ai, a>^ ... a«, 61, 6,^ ... />,• ac valores invenli in expressione 

ipsius ;r - substiluendi, quo facto aequatio difTerentialis praecedens erit aequatio 

transformata. Si inter ipsas V, t, 9,, ^,, ... q^, r, Oi, «^^ ... a« aequa- 
tiones F=0, * = 0, ... locum habere statuis, tantum necesse est, ut in 
praecedentibus loco ipsius W ponatur W^+iiF+i2*+-* • 

Haec sunt maxime generalia, quae de trausformatione aequationum 
dilEerentialium partialium primi ordinis inter numerum quemcunque variabilium 
praecipere licet. 

18* 
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Abitur de U9M iniegroHs cmmMÜbei mfsieauiiis ae^m^Hammm diferemiUUmm vmlgariym, quod 
nom eam im seriem mUgrüHmm rtdeoL, qmam wteikodmM supra propasiia tibi poscai. 



62. 

Adnotavi sopn §. 56. . si principian consenratioiiis anamm respectu 
certi cniosdam plani Iocwb kabeal. miani yariabilem com eins differentiali 
prorsvs ex ae<piatioBib«s dilerefltialibvs abire, ideo^e ordinem differeiitiationQiD 
aBitatibus duabus dimian: ideai Ten, qnod pro mo integrali illo fit, non 
evenire pro secaado et tertio ialegralL ^od datnr, a principiiifli consenratioiiis 
areaniiB reepecia casaiffig* plani locvm haket. Qnaeranias iam, quemnam alium 
nsQm e tribns iUis intefnlibss p ei ci p eic ikeat in ea integrationis via, quam 
sopra proposnimiis. Eua in finem antemüto has considerattones generales. 
Antea aatein processaai feneraleni intefrationni, qoalis e snpra traditis habetur^ 
paads repetaai. 

Propo<ita intesralione aeqnationani diferentialinffl 

-j — : -;: — . • • • . -: — . — -F — . — s — . • • • . — ä — * 

w füb«» f fst dbt« fiiBcUo ipeanui f,. f;. ... f., j»i, jhi . . • J».f e fn»- 
«epti» »pr« iTMitlb it« «jr«^«d»ai «rat 

bil«fr«l«> fvinma sponte kabetar per acfuAiraMi 

m qn« m r$l tN>ii$tiins arbilniri». Intearrale ivtmmi mm li A c t T Ht = ai, a dalar. 

vV «■* v<f cV «?y tfy 

Vl^, i <| t ^ Vit ^P' ^*- 

|«Mi t' pr««K^plb InMiit«» »tui wti^Rile (ertimn <|uodc«Bipie iBveslifuiiIini est 

iW,, n - 0, 

«^ «v(wM«tHli ftM»*«* fk> fM* dualHis ^iMuI satisfacial ae^ialioubiis. 

,1^ «:^r ^^ t«..ff,] =0. 
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Deinde investiganda erit fanctio H^^ quae tribus aeqoationibos 

fiinctio if«, qiiae quatuor aequationibus 

eta. etc., deniqoe fanctio ^«^i, quae m— 1 aequationibus 

[H^i.n = 0, [iy_,, jyj = 0, ... [Ä_,, jy^j := 

satisfaciat. Bis inventis functionibns^ integratio completa aequationum differen- 
tialium propositarnm ad meras quadraturas revocata erat. Scilicet sunt m in- 
tegralia aequationum diiferentialium propositarum ipsae aequationes, 

e quibus deinde si determinantur pi^ p2', • • jP» per ^i, 93, . . . ^^^ habentur 
m—i reliqua integralia per formnlas: 



^rf^.-h^rf?,f-H-|^rfy.!+6. =0, 



in quibus expressiones sub signo sunt differenlialia cotnplela, quorum igitur 
integratio nonnisi quadraturas poscil. Quantitates a, a^^ ,.. a^_i, 61, bj^ ... 6«^i 
rant constantes arbitrariae. 

Aequatioiies, quibus functio Hi definilur, ex iis quae supra §. 32 de- 
monslrayi, variis inodis transformare licet. Scilicet in aequationibus 

[H^, n - 0, [fl;, i/j = 0, ... [fl;, F;^,] - 

loco functionum f, H^^ ^29 ••• ^-1 alias quascunque ponere licet, in quas 
illae ope aequationum f=^a^ Hi = ai. H^^ai^ ... Hi_i^ni_i transformari 
possunt; nee non supponere licet, ope harum aequationum e funclione quaesita 
ffi eiiminatas esse quantitates pi-, Pi^, . . . pi. Statuautur ope earundem 
aequationum eliminatas esse pi^ pi-i - - p, ox ipsa f omnes praeter p^n ex 
ipsa Hl omnes praeter p2, ... ex ipsa £f,_i omnes praeter p,^ singulis aequa- 
tionibus /" ^^ a , Hi'^ai^ ... Hf^i=ai^i in singulis eliminationibus efficiendis 
respective reiectis. Tum aequationes, quibus Hi satisfacere debet, hae fiunt: 
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'•"'-' dq, dp, ^ dq.^^ Op._^t dq, dp^ 

dB. df dU, df 



■• " 'J dq, dp, Wn^Pi^ ^?- dp. 

_ffli__aflj_ ^ öir, 

dp,+, ög.^| '" dp. dg. ' 

dHf dHi_^ dB. dH._^ 

~dPi^., d?.+, dp. dg. '' 

Sit e t=a ipsa p,, e ^ = 0, ipsa /»,, ... e Äi_i = a;_i ipsaj», expressa per 
Pj+1, pi+2^ • • • P«) tii 92) • • • 9.; possunt aequationes praecedentes sie qao- 
que exhiberi: 

^«i dp.+, dg..^^"" ^ dp, dg. 

_ _^_dfij_ dp, ^ 

d«,+, dpf^., '" "^gT dp. ' 

dÄ, ^ öp. dg,. gp^ dg, 

^«T dPi^i dg,^j "^ ^dp. dg. 

__dPt_Ei_ dp. dg,. 

dg,+, dpi^i '" dg. dp. ' 

dH^ dp,. dg; dp,. ög; 



•+■ 



°1i dPi+i ^9,+i "^p. ög. 

__dPi_dBi_ ^II^, 

dq!+t dp,_^_^ '" dq, dp„ ' 

Hae sunt aequationes (</.) §. 17, quarum docoi supra integrationem simoltaneam 
$§. 19, 20, primum quaerens fuactionem, quac aeqnationi primae, deinde qaae 
duabus primis, deinde quae tribus primis etc. salisfacial. Sed interdum fieri. 
potest, ut alia via delerminandi funclionem H; cominodius ineatur, cuius rei 
exemplum simplicissimum prodam. 
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63. 
Integratio simultanea binarum aequationum in theoria praecedente primum 
obvenit in inyesligatione functionis /Tj, qnippe quae duabus aequationibas 

simul satisfacere debet. E §. antec. hae duae aequationes ope integraliuin iam 
inventorum f=a, Hi = ai in duas alias transformandae sunt. Sed statuamus, 
aequationum differentialium proposilarum praeter duo integralia illa f^a, Hi=ai 
baberi teriium: 

(p = Const. , 
ita ut identice sit 

transformatio iila non adhibenda, sed haec investigandae ipsius H^ inennda via est. 
Si habetur [q>^ Hj] = 0, statui potest Ä^ = y neque igitur ulteriore dis- 
quisitione opus est. Casum quo [y^jffj in valorem numericum, ex. gr. +1 
redit, sive generalius in functionem ipsarum ^ H, in sequentibus excludemus^ 
quippe quo methodum supra traditam relinere convenit neque tertH integraiis 
inventi usus erit. Quibus suppositis polerit sequente melhodo e functione 9 
alia H2 derivari, pro .qua, Bicuti pro ipsa q)^ sit lH2^f]=0^ simul vero etiam 
[H2 , Äi ] — Ö, Ponamus : 

quae eo usque continuanda est novarum funotionum formatio, donec perveniatur 
ad functionem [A/,..i^ Hi]~ Aj.^ quae antecedenlium f, Hi^ (p, Ay^ A^^ ... -4jt_i 

functio est 

Ar, .-= W{f,H,,(p,A,,A2,...Aj,^t), 

t[uae funclio praelerea e variabilibus q;, pi nullam involvat. Sit F functio 
alia quaeeunque earundem quantitatum /*, //j, (p, ^, , ^2? . • . -4*-i9 ^icd 
primum^ haberi idenlice 

Eteniin ex aequatione identica generali (Theor. V, §.26): 

t[v',/],^ij+[[/;ffi],vj+[[^.,v3,n = 

:4equUur casu oostro, quo [f,Hi] = 0^ aequatio: 

In qua si loco ip successive ponitur (p, Ai, A^, A^^ . . ., sequunlor, 
qunin etiam sit ex hypothesi [tp, f] = 0, alia ex alia aequationes 

\A,n-o, [A,.n=o, . . . [^,_„n=o. 
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Porro fit 

[F,n = -f [/;/']+^[^M/^^-|^[.^,/]+^[^,/^+•.•+^[^.-.,/]. 

Unde, quum expressiones in singula differentialia partialia ipsius F multiplicatae 
identice evanescant, fit [F, f] = 0, q. d. e. 
Habetur secundo loco: 

•ive quam sit: 

1<P, H,] = A,, [4., ÄJ = 4„ ... r^,_„ »J = 4« = y, 
habetur 

Unde eruitur fiinctio F, quae duabus aequationibnis 

[F,/]^0, [F,//J=0 

gimnl'Satisfacit, si ea indagatur ipsarum (p^ A^^ A^^ ... ^^^..1 fanctio F^ qaae 
identice efficiat 

qua in aequalione V^ est data ipsarum ^^ A^^ ^2, ... Ai^^ functio. Ipsae 
fy Hl in hac investigatione tamquam conslantes- considerari possunt, qnippe 
seeundnm quas funclio quaesita F non differenliatur. Qua de re in V^ loco 
f, Hg etiam earum valores constantes a, ai ponere licet. 

Per regulas notas habetur F, si F=Constans est integrale aequationum: 

d<p : dAi : dA^ : . . . : dAk^2 ' rf^A-t = 

Ai : A2 1 ^3 r . . . : A^^| i !r, 

quod systema iocuni tenet unius aequationis differentialis ordinis (Ar— 1)*' inter 
diias variabiles. Quam, si introducitur elementum dr, etiam per hanc aequa- 
lionem k^' ordinis repraesenlare licet: 

niquidem in expressione ipsius V loco ipsarum A^^ Ar^ ... ^^^i ponitur 
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dm d*tn /^ — *i» • 

-^, "5^' ••• d ^-^ "^ ^"^^^ aeqoationis si F=Consl. est integrale, invenitur 
fiinctio quaesita H2 , si in F loco ipsarum -~^ , -^ ^ • • • . ^^ restiluuntur 

valores A^^ .l,*. • • • ^x-i* Ii^ hac quaestione usui est, quod quantus ait ordo 
aeqnationis differentialis, cuius integrale unum ineeniri debet ad deternUnandam 
functianem Hi=Fy tolidem e duohm integraUbus H^^Oi^ (p == Const. integraUa 
noea aequationum differenlialiwn propoMarum derieare liceat. Vidimus enim, 
si A— 1 iste ordo sit, haben integralia nova, 

Ai = Const. , A2 = Const. , ... Ai^i = Const. , 
quae a se et a tribus integralibus dalis independenüa sunt. Qua re altioris 
integrationis incommodum quodammodo compcnsatur. 

Patet antecedentibus, etsi integrale cp = Const. non id sit, quod in serie 
integralium secundum melhodum a me propositam successive investigandorum 
nt integrale tertium adhiberi possit, eins integralis tarnen cognitionem in- 
vestigationem tertii integralis jff2 = Const. plurimnm adjuvare, siquidem ex- 
pressio [Hi^ip] non in numerum redit alium atque zero, neque in ipsarum f^ 
Hl fünctionem. 

Praecedentia applicantur ad ineesiigandum usum irium integralium quae comervaHonem 
arearutn coficcmunt in aequationibus dynamicis $ecundum melhodum supra propoiitam 

iniegrandis. 

64. 
Praemissis considerationibus praeoedentibus generalibus, revertor ad 
propositum; quaerimus enim usum, quem in integratione nostra percipere liceat 
o tribus integralibus, quae principium conservationis arearum concemunt In 
applicationibus ad Dynamicam est f=a aequatiö, qua principium conservationis 
virium yivarum continetur. Sint ^i = ai, 9)=: Const. aequationes binae e 
tribus, quae principium arearum constituunt, sive tribus expressionibus 

exhibitis per quantitates ^i^ 92? • . . ^«»^ pi, p,, . . . p^y sit 



f dx. «fa.x 
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m 

Demonstravi supra §. 51 (2.)^ haberi 

Hinc secundum praecepta §. antec. tradita, si statuitur [(py Hi]=Ai^ [Ai^Hi]^A2^ 

fit ^1 = —^, ^2 = —</), ideoque ä = 2, Ak= V= —(p. 

Ponendam jam est: 

d(p : dAi = All A2 
sive 

d(p: ^dtp = —tp : —(fy 
sive 

(pd(p + tf/dif.' = 0, 

cnins aequationis habetur integrale: 

H2 = q)(p+yjyj = Const. . 

Casu igitnr proposito aequatio differentialis, cuius integral« inveniri debebat 

ad determinandam JET,^ tantnm primvm ordinem ascendebat, eratqne aeqnalionum 

differentialium propositarum tmum tantum integrale novum tp = Const. , quod 

e dato (f = Const. derivari poterat. Aequatio illa primi ordinis quum sine 

negotio integrata sit, habemus, si tria integralia principii arearum locum habent, 

duas functioues Hi^ ff,? quae ideutice satisfaciunt aequationibus : 

[/; ^i] = 0, [/; u,] = 0, [u,, H,] = 0. 

Loco H2 etiam aliam quamlibet functionem ipsarum fy Hg^ H2 ponere licet, 
ex. gr. functionem 

H2 = yH,H,+(p(p+tptf;y 
quae plerumque commpdiores formulas suppeditat. Invento quolibel integrali 
Hj ^ Const. in serie integralium secundum methodum propositam investigan- 
dorum, supra vidimus §. 22 ordinem systematis aequationum differentialium, 
quae integrandae restant, unitatibus duabus diminui. Hinc introducto uno in- 
tegrali H2 = Const. in locum duorum 9 = Const. , 1// = Const. , nihil nos pro- 
fecisse videri potest, quum etiam duobus integralibus quibuscunque inventis 
aequationum differentialium propositarum ordo duabus unitatibus diminuatur. 
Sed hoc interest discrimen, quod introducto uno integrali A^^ Const. methodum 
nostram integrationum adhibere liceat^ qua quolibet novo integrali Hi= Cons\. 
invento ordo differentiationum duabus unitatibus diminuitur. Sed melius adhuc 
methodi propositae indoles bis considerationibus perspicitur. 

Demonstravi supra $. 56 modo particulari, quod etiam e Üieoria pro- 
posita generali peti poterat, quoties unum integrale 
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locum habeat, ope huius integralis unam variabilem r. una cum eias diffe- 

df> 
rentiali -^ ex aequationibus difFerentialibus propositis prorsus abire, unde 

ordo differentiationum duabus unitatibus minuitur. Scilicet posito f/ = »;+<?, 

dn 

et eliminata --^ ope aequationis praecodentis , variabilium fi, «29 • • • ^n 

du. 
eoromque differentialium solae difTerentiae Ui^ —r^ in aequationibus diffe- 

rentialibus propositis remanent. At ne hoc, quod ea rätione lucramur, com- 
modum rursus perdamus, necesse est, ut ad reductionem ulteriorem ordinis 
differentiationum ea tanlum adhibeamus integralia, quae et ipsa variabilium 
Vi^ «2, ... e^ non nisi differentias continent. Id quod in integraiibus duobus 
reliquis, quae ad principium conservationis arearum pertinent, 

(p = Const. , rp = Const. , 
in quibus 

(dx. d». X ( / d». dri\ dv. \ 

locum non habet. Qua de re pro bis duobus integralibus certa eorum com- 
binatio adhibenda est, in qua angulorum r,, v^^ ... «^ non nisi differentiae 
obveniunt. Cuiusmodi combinatio est aequatio 

(pip^ynfj = Const.. 
Habetur enim, designante e basin logarithmonim naturalium, 

sive posito 

ii = p.cosi?;, Vi = p.sinijf, 
habetur: 

Id»- dv. \ 

_i._y_l.cos»7.sm»?.-^j, 

nnde 

19» 
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idn. dv. \ i dtj. dv. \ 

ipsis f et Ar in summa daplici praecedente tribulis valoribus 1, 2, . . . i»^ si- 
qnidem rarsus n est nomeros pmictorum mäterialmm, quonim motus deter- 
minandus proponitur. Quam summam patet ipsarum Oi, «2? ... «« solas 

differenlias continere. Quae ut etiam ipsarnm -^, -^^ • • • -^ solas dif- 

fereutias conlineat, facile efficitur adiumento aequationis 

dv, de- 

Imaginariis eiectis, aequatio praecedens in hanc abit: 

{dfi' drj. do- dvj. ) 

idfj. d^L dfjn dv. ) 

q[nam data occasione adnotare placet formulam. 

Quum antecedentibus casu proposilo pateat, in ipsa integratione aequa- 
tionum differentialiom propositarum in locum duorum Integraliom y=: Const., 
y; = Coust. adhibendam esse nnicum (p(f+rptp = Const. , quaeritur, qninam 
nsus Sit integralis 9> = Const. sive y^ = Const., quod praeter integrale boc 
(p(p+y^tp = Consi. habetur. Cuius is est usus, quod eius integralis beneficio 
quadralurae supersedealur. Sint enim H^^Oi^ y = j/oacos/?, 1/^ = ^/cbsin/?, 
tria integralia, quae principium conseryationis arearum constituunt, designantibaa 

a^, «2, ß constantes arbitrarias. Inventis omnibus aequationibus integralibua 

dr. du. d»> dv 

inter quantitates r,, t»,, ä,, -^, -^, -^, invenitur -^ ope aequationis 

Hl = SmiTi —^ = a 

per formulam supra traditam §.56 (1.): 

du. 

dVn ' ' dt 



dt "" £m:rj 



£ qua formula per quadraturam valor ipsius e, eruendus foret, cui tarnen per 
aequationem q> = ^/oiCos/S sive rp = ya^sinß sive aliam ex iis conflatam saper- 
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sedetur. Fit enim, advocatis ipsonim (p, xff expressionibus aupra traditis: 

!/ da. dr» \ dv* \ 

smii;(^r/-^-Ä~j-«friCOSii,~j , 

yainr.-Vcosf), = ^ihsiniv^-ß) = -T«/ jcoBii/(r,.-^~Äi-^)+ ».riSiniif-5^^ • 

de. du^ dt> 
Qaarum aequationam alterutra post substUotionem valoram "^ = ~5r-f--5r » 

qai iam pro datis habenlur, determinatur v^ sine quadratura. 

DemoHBiraiur, quodvii problema mechanicum, quo principia conservationii eirium ewant^ 

ei arearum valeani, aique in quo poiitio systematis a tribu$ tanium quamütatibus 

pendeat, ad quadraturas retoocari. 

65. 
Considerationibas praecedentibus aestimari polest, quae methodo pro** 
posita lacramur, si in problemate mechanico praeter principium conservationis 
Yiriam yivanim tria integralia locum habent, quae principium conservationis 
arearum concemunt. Systematis aequationum differentialium propositi 
dq^: dq2:...: dq^: dp^ : dpii...: dp^ = 

dp, ' dPt dp^* dq, ' dq^ dq^ 

eat ordo 2iii— 1, qui per integrale f=^a revocatur ad ordinem 2i»— 2, ac per 
tria integralia principii arearum /f| = ai, (p^^yozcosß, V^ = 1/03 sin /9^ ad or- 
dinem 2fii— 5. Nam licet iam per duo integralia f^-a^ H-^n^ aequaiiones 
propositae ad ordinem 2m— 4 revocentur, ponendo f>i = f>,+«,* et eliminando 
differentiale -^ , ipsa v^ ex aequationibus differentialibus sponte abeunte, ad- 
notavi tamen^ ne ipsa V^ in aequationes diffOTontiales redeat, loco integralinm 
q>=^^a2C0sß, tp^ythsinß unicum tantum </?y+V^V=^ adhiberi posse, ideoque 
tantum unitate ordo 2m— A adhuc diminuetur. At methodo nostra, qua inte- 
grale quodlibet datis consideralionibus satisfaciens ordinem differentiationum 
onitatibus duabus diminuit, fit ut duobus integralibus ffi = ai , H2 = Oi adhibitis, 
quippe pro quibus identice habetur 

ordo 2m— 2 recocetur ad ordinem 2i7i— 6. Fluit igitur casu specialis quo 

m = 3, e methodo tradita propositio memorabilis: 

Quodlibet problema mechanicum^ pro quo principia conservationis eirium 
eiearum et arearum locum habent, et in quo positio geometrica systematis 
tribus quantitaübus determinatur^ ad quadraturas revocari potest. 
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Proposiiio praecedens paoUiim a gravitate siia eo amittii, quod, ni vehementer 
fallor^ nulluni extat problema mechanicum, pro quo dicta principia generalis 
locum habeant, et in quo positio systematis a tribus qoantitatibus pendeat, 
praeter duo illa motus puncti versus centrum fixnm altracti et rotationis cor- 
poris solidi nuUis viribus soUicitati circa punctum eins fixum. Homm autem 
problematum solutio completa iam ex longo temporis intervallo inter Analystaa 
constat« At posterioris certe problematis reductio ad qnadraturas extoUi seiet 
ut pulcherrimus gloriae titulus, quem adepti änt Analystae decimi octavi saeculi, 
qui tarnen aequationum differentialium integrationem periiene calluMimt El 
postea magnas laudes iustamque admirationem meruit ill. Lagramge, qui istam 
ad quadraturas problematis reductionem vel sine advocatis axium principalium 
corpomm proprietalibus, quibus Euleri analysis nitebatur, susdpere ausus fiierit; 
id quod pro splendida ac paene laxuriante artis manifestatione habeatnr. Qua 
de re fortasse non displicebit Analystis, quod hie non tantom sine auxilio 
proprietatum axium principalium, sed adeo sine certa variabiliam eiectione — 
quid? quod sine formatione aequationum differentialium proUemati Uli parti- 
cularium, reductio ad quadraturas efßciatur, nulla re in subsidium vocata, nisi 
quod in problcmate assignato principia generalia mechanica valeant. 

Operae pretium videtur, simuUaneam duorum problematum mechanicorum, 
de quibus dixi, reductionem ad quadraturas, secundum methodum traditam ge- 
neralem efficiendaro, accuratius exponere. Si motus propositi pertnriiantar, 
eadem analysis sine ulteriore calculo differentialia elementorum perturbatomm 
auppeditat (§. 52). 

SohUio simulUmea probiemaÜM de motu puncti eersuM cenMrwm fixmn aUracU aiqme pnh- 

blemaUs de roloHone corporis solidi nuUis eiribus solUdiaH circa pmmdmm fixnm, uma 

cum expressionibus differenüalibus elementorum perhurbatorum utriusqne pnMemaüs. 

66. 
Eligatur modus quicunque, in altero problemate positionem puncti in 
spatio, in altero positionem corporis solidi circa punctum eins fixum deter- 
minandi, quod fit in ulroque per quantitates tres, quas voco ^i, ^2, q^. Sit 
-^ = ^1, A"~^^' "rfi ~'^^ *^ expressa semisumma virium vivarum T 
per 5fi, 5f2, 93» 9n q^^ 9i^ sit 

ÖT dT BT 

M^^'' W.^^'' W.'^''' 

Ponamus, H=^a esse aequationem principium eonaervationia virium vivanun 
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eonstituentem, atqoe J7i==:ai, ^ = ai, V^ = ai ^sse tres aequationes, qnae 
principium conservationis arearum repraesenlanl respectu trium planorom inter 
se orlhogonalium^ in altero problemate per centrum attractionis, in altero per 
punctum fixum corporis ductorum. 

Qnantitates a, Oi, al, a'i^ sunt constantes arbitrariae, quae ipsas functiones 
H, Hi^ (pj ^ non af&ciunt. Expressis H^ J/i, /fj = yHiHi+qxp+tf/tp per 
quantitates 91, 92 ^ 939 Pi^ Pi'i p^^ atque ex aequationibus 



in quibus 02 = ^<*i<*i+(^Wi+Oiai delerminatis quantilatibus pi^ pi^ pz per 
9i9 92 9 939 ^sl Pidqi+Pidqi-^-pzdqz dilFerentiale completum, positoque 

J^\Pidqi+p2dq2-\'Pidqi} = F; 

ac designantibus a, ai^ a^^ b^ hi^ 62 constantes arbitrarias, evadunt e §§. 33«, 
34. aequationes: 

H=^ Oj Hi = Oi^ £^ = 02) 

integralia completa utriusque problematis propositi, eruntque tres aequationes 
postremae aequationes finitae probiematum. 

Si motus propositi perturbantur atque in problematibus perturbatis aequatio 
concernens principium conservationis virium vivarum fit 

H+S2 = Const., 
sunt e §. 52. differentialia elementorum perturbatorum data per formulas: 

^__öß da^^_^§R da^ dSi 

di '^ Ö6 ' dt ^ db,'^ dt '^ Ö6, • 

db ^ dSl db, ^ Öß db^_ 0/2 

lam olim ill. Poissan in Commentatione praeclara Actis Academiae Parisiensia 
anni 1816 inserta expressiones differentiales elementorum perturbatorum pro 
utroque problemate communi analysi investigari posse demonstravit. Sed ipsa 
problemata duo imperturbata eadem analysi hie primum, quantum credo, am- 
plexus sum. 



152 C. G, J. Jacobi, nava metkodus aequai. differtta. pnrHakM primi ordinis iniegrandi. 

lam certa yariabilium electioiie facta formulas inventas pro altera 
problemate seonrim evolvafD. 

De motu puncH f>er$us cerUrum fixum atlracti secundum legem Neutonianam; farmulae 
di/ferentiales elementorum periurbatorum, 

67. 
Sint ^cosrjy (fsinrjcose^ ()sin?/sinr coordinatae orthogonales puncti 
attracti, spectato centro fixo ul inilio coordinatanim; posito -^ = P^ -^ = «'> 

-~~- = ti\ massaque corporis =1, fit, designante 2C^ vim attractivam pro unitato 
distantiae: 

(^ •) \ jffi = Q^sin^fj . ©' = aj , 

Quae notae sunt fomiulae et facillime probantur. Quantitates p, tj, e hie snni 
eaedem, quas §. antec. per qi^ 929 93 denotavi. Fit porro 

r= ilpV+pW+e'sin'^-t'V}, 

nnde 

dT t dT 5 , dT 2 • 2 9 

W^^' "57 ='?» = <"?' -^ = f>i = (>'sin'»/.«. 

Qaantitätes (>', «71, «1 hie eaedem sunt atque §. antec. perp,, p,, p^ denotatae. 
Elimiaata «', fit e (1.): 



^ 8in 17 



nnde 






(3.) L = ,V=j»l-S^}', 



Hia snbstitatia yaloribna fit 

V ^y*[(f'df+Viäfi + 9>,df>\ 
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Hie tton lanUim patet, quod generaliler probavimus, expressionem 

Pkäqi+p2dq2'i 

differentiale exactam esse, sed ea, qua usi sumus, Yariabilium eledione id 
effectoiD esse videmus, u( in expressione illa differentiali adoo variabilea ae-* 
paratae aint. Idem evenil pro lege aUraclionis qaaconque, quae si exprimitiir 
per funclionem — ^^^^ tanlum opus est, ut in expressione ipsios V ante- 

cedente loco ipsius — ponatur /(p). 

Ex aequalione (3.) fluunl secandnm praecepla §. antec. tradita inlegralia 
inita problematis: 

\ ' sin' 9 ) ' 

Fit primum 



\ * sin*« » 



Bin i; 
porro e (5.) habetur; 



nnde 



(8.) 1,-6. = -f-^tpM-.^ ^ Arcco8(l/-r^-clgi?). 
•^ {a;-oJ-c»ctg»j?}* ^'«J-«? ^^ 



(9.) clgi7 = |/£L_^.cos(«,-6,). 
Deifide erit: 

siqaidem satuitnr 



(11.) ^ — *^ = |^**+2«4.cos«. 
Snbstitutis (7.) et (10.), aequatio (6.) in haue abit: 

(12.) 6, = Arccos(j/^r^-co8»/)-ii, 

Jounul fOr MMtiem«tik Bd.LX. HeftS. 20 
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unde 

(13.) COS17 = ^fiL^.cQs(u+b,). 
Denique habetur e (4.): 

i+h = f. ^^ f ^^=^.9de 

sive posito 

(14.) ;f'+2ap = i/^?+25^.cosiE, 
fit 

^ flliaJ'^ (-.2a)« (~2a)4 

Ut aequationes inventae indoant formam simpliciorem, pro coHstantibas ar- 
bitrariis adhibitis alias introducam. Sit 

/4fi^ -yU I 2aa? «* (—2a)* « 

fiunt (14.), (11.). (15.): 
(17.) Q = A{\-e.zo^E), ^(*^^^) =l4,g,co8ti; Ai(H-6) = E-e.ßiniS. 

E quibus aeqnationibus patet, quantitates E^ u, ^^(<+6)<. A, e^ —b, ~ esse 
anomaliam excentricam^ anomaliam veram, anovfoliam mediamy Memiaxem 
maiaremy excentricitatem^ tempus perihelii, radicem quaäraHcam sem^^ametri. 
Ponamus porro: 

(18.) |/5E«[==tg,, unde ^ = cosi, 

fit e (9.) 

(19.) cosicoBt] = sinfsini7eo8(f>—6,), 

quae docet aequatio orbitam poncti attracti esse planam atque designare t 
inclinationem orbilae atque bi longitudineni nadi ascendentis arbitae ideoqve 
oril -- aequale radioi qtMdraHcae semiparamelri nmU^licatae per coHnum 
inoHnationia orbitae. Unde iam quinque constantes arbitrariae n^ äi^-Oj, 6, bi 
«ijfnificullonom goometricam invenerunt. Restai aequatio (13.) quae e (18^) 
in hanc abit: 

(20.) cosi? = 8intcos(ii+*2) = slnt.sin(ll+-J+fr2)• 
llaec rormuta docet, esse -y+i? di$tantiam perihelü a nodo ascendente. 
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E theoremate $. 66 proposito fiunt differentialia elementomm pertor- 



batorum : 



da 
dt " 


du 


dt - 


dSi 


dt 


du 

-dbr 


db 

~dt ~ 


an 


dt " 


dii 


db,_ 
' dt ~ 


an 



in 



formalis est 
vsejniaxis major, . 

- • radix quadratica semiparametri maltipHcata per cosinum inelinatioiiis, 

• • radix quadratica semiparametri, 

• • tempus perihelii, 

• • lon^tudo nodi ascendentid,' 

• • distantia perihelii a nodo ascendente. 

Designaiite igitur, ut nötationem usitatiorem adhibeam, Ä semiaxem maiorem, 
h radicem quadraticam semiparametri, t' inclinationem , r tempus perihelii, 
SJt longitudinem nodi ascendentis, £<> distantiam eins a perihelio, fiunt formulae 
differentiales elementomm perturbatorum : 



2a 

X 

X 

-b 



T+*» 



dt dv ' 



(21.) 



dm 

''-dT^- 

d9. _ 



du 

. dh ' 

asi 



X 



dt 
dt 

dh 



= -2A 



X- 



dt 
d.hcoai 



an 

^^,\ 
an 
am ' 

an 



dt ~ a.hcoti* " dt 
quae formulae aequivalent aequationibns differentialibus seqnentibus, in qnibns 

(> = yfxx+ffy+ii: ' 



(23.) 



d'x _ 
dt* - 

) ^y _ 
IT ^ 

d'» .._ 



xV 



an 

■ ax ' 

asi 
.an " 



Q* 



in qoibos £1 data est functio ipsanim x, g, %, t, vel adeo aequationibns dif- 
ferentialibus generalioribus seqnentibus: 

20» 
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da , öÄ 

dt ~^ '^~Si^-> 



daf 


»*x 


BSl 


dt ~ 


9* 


bx ' 


dt ~ 


9* 


da 


d»' 


»** 


dSi 


dt ~ 


P* 


d» ' 



dt ^ ^ dz' 

in quibus £2 est data fonctio ipsaram t, x, y, »y x\ y\ V. Per varias me- 
thodos supra traditas ex elementorum canonicorum systemate proposito fimiunera 
alia facillime derivantar. 

Si placet, quod in calculis comroodios est, in locum temporis periheUi 
ot eiementum introducere epoeham seu volarem anamaliae mediae pro / = 0^ 

facile deducitnr e (21.): 

rellqais formulis (21.) immutatis roanentibus. 

Quaeraoius adhac ipsins Tunctionis Y expressionem finitam. Fit 

dff = AesiaEäB, 
«nde 



-6cos£ 



= *»/^ J£+csinE-2»'l-c^Arclg(-^lg4)l • 
ril porro, posito ii2 = xÄ = «^-4(l— c'), 

= xhArccosQ^^j—xhcosi Arccos(ctgt ctgi;). 

Unde 

V = *|^>4JlS+csIni:-2/ir?"Arclg(^Etg|-)j + 'fAArcoos(-^) 

y 1 e 

+;fAcost { e— Arccos(ctgf ctgiy) }• 

In differenlianda hac expressione secandum constantes arbilrarias A^ e, i^ quae 

in locnm ipsarum a, aj^ a^ introduci possunt, adhibendae sunt aequationes: 

= i—ecosE+AesinE-^^ 

« . „ OE 
= cosfi— esmJa-x-, 

n - ^^ 
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Integrationes antecedentibns factae sunt respective inde a limilibus (>=i4(l— «), 
17 = Y*"*'* QuoruiD limitam in differentianda rsecundum constanles arbitrarias 
respectnm non habuimus. Scilicet qaia in expressione V tennini 311b signo 
integrationis pro limitibus illis evanescunt, ande facile patet, terminos e limitum 
variatione prodeuntes eVanescere ideoqne ncgligi posse. 

De whetkodo proposUa in varia problemaia applicanda, ac praeMertim in problemaia 

isoperimetrica. 

68. 
Melhodus generalis etiam facillime appiicatur probleroati celcberrimo 
de puncto versas dno puncta lixa, qaoram dalae sunt massae, secundom legem 
Nentonianam aitracto. In cnins solulione occopatus Inveneral Etderfi^ praeter 
integralia dno a principiis conservationis virium vivarani et arearum suppeditata 
integrale tertium, quo problema ad aeqnatidnem differentialem primi ordinis 
inter dnas variabiles revocabator. At sumroo viri egregii acumine et intrepido 
animo indigebat, nt per varia tentamina aequationis differentialis complicatis« 
simae reductio ad qnadraturas succederet. Nostra melhodo per regnlam ge- 
neralem absque omni caiculo instituendo aequatio differentialis revocari poluisset 
ad qnadraturas. Determinatis enim e tribus Ulis iutcgralibus x^^ y\ »^ per 
x^ y^ « et tres constantes arbitrarias a, aj, Os, quas principia conservationis 
virium vivarum et areamm et integrale ab Eulero inveutnm involvunt, emnt 
aeqnationes tres: 






in qnibus ejq>ressiones sub signis integrationnm differentialia exacta sunt, 
problemalis propositi aeqnationes finitae. Nee non etiam huius problematis 
9ine uUo calcnlo per propositiones nostras generales habentnr formulae per- 
lari>aloriae. 

Qnoties in problemate mechanico, in quo principium conservationis 
virlnm vivamm valet, positio systematis dnabus quantitatibns a se inde- 
pendentibns ^i, q^ delermtnatur — qüod ex. gr. evenit, puncto supra dalam 
fnperficiem in Hnea brevissima meto — nova methodo integrandi aequationea 
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differentiales partiales primi ordinis non egebat, Bed sufiBcil Lagrangiana, quae 
de tribus variabilibus pro perfecta haberi potest. Problemata eiusmodi pendent 
ab integratioue aequationis differentialis secundi ordinis inter duas variabUeSy 
quae, si praeter dictum principium alterum ianotescit integrale 

revocatur ad ordinem primum. Sed secundum methodum nostram generalem 
vel etiam secundum ipsam methodum Lagrangianam integrandi ae^ationes 
differentiales parliales primi ordinis inter tres variabiles, haec aequaüo dif-- 
ferentialis primi ordinis inter duas eariabiles semper ad quadraluras revocari 
potesL Sit enim f=a aequatio pro viribus vivis, eruantur ipsarum p^^ pt 
valores ex aequationibds f^a, fi^a^^ determtnabit iaeqüatio * 



/(^'^■+^'^'! = ». 



positionem systematiS) sive pro puncto singulq, in data superficie moto, eio^ 
orbitam^ atque altera aequatio 



/il^''».+^''"! = *+' 



positionis tempus. In hunc casum, qui lantum integrationem ae.quatiopis dif«* 
fe.rentiali^ partialis primi ordinis inter variabiles. /rip« requirit, .in qua una 
yariabilium, functio quaesita, ipsa non obyenit, exempja praecedenlibus. allegata 
redeunt. Nam introducendo coordinatas polares per integrale a principio conser- 
vationis arearum petitum unam variabilem simul atque differentiale partiale secun- 
dum eam sumtum ex aequatione'differentiäli partiali eliminare licet, unde tres 
variabiles independenles ad duas revocantur atque aequatio differentialis partialis, 
a cuius integratioue problema pendet, ad aliam iam apud ill.' Lagrange tractatam. 

Notum est, aequationes* differentiales vulgares lineares secundi ordinis 
inter duas variabiles ita comparatas esse, ut post alterum integrale inventum 
altenim tanlüin a'quadraturis pendeal. Problemata mechaiilcia videVnusdudere' 
ad alias aequationes differentiales vulgareis secundi ordinis intet düäs varilibiie^ 
ita compartita8,'Ut pöst älterum integrale 'fnventiimaltehim a solis qüadraturi^ ' 
pendoat, et quae neutiquam sunt lineares. . ^ m .. 

Cuiusmodi ex. gr. est aequMio differentialis nofüffsimä,' quae lineam bre- 
vissimam in data superficiä cotteernit, qnippe quam describit ptmcfnm iA sup^r^' 
floie data moveri coactum et a viribus nuUis acceleratriiäbussollicitetiän; onde * 
habetur propositio.' 
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aequoHonii differenüalu secundi ordhns, a qua linea breti$$ima pemdet, 
$i hUegrtüe ttfmm ineentum e$t^ lineae determinatiQ ad sola$ quadraturoM 
revocatur. 
Cuius propositionis eji^einpla saggernnt lineae brevissimae in superficiebus 
rolnndis, conicis, cylindricis, in quibus integrale unum ^ponte se offerl. Ac 
generaiiüs, quod diximns, valebit de aequationibns differentialibns secundi oiv 
.din|3^ a qnibns pendenl problemata, integralia hniusniodi 

ma^ima ve] mimma reddere. Facile antem palet e, supra traditis, exhibendo 
IpFobleinala mjechanica bic tractata snb forma 

methodnin prdpösitam omnibus problematibiid isöperimetricis adhiberi posse, in 

qnibns expressio snb signo integratibnis quemÜbel functiönum incognitarnm 

rfy. 
numemm earumque differentialia prima inyplvi^t* Posito enim 9i' = ~^9 .^ 

proponitur aequatio: 

Sj^<p{t,qi^q2^q^yqi^qi^..q,n)dt = 0, 

ponatnr 

alqne eliininentur ex hac expressione ipsae q'i^ f,, ... q^- per aeqnatione« 

Quo facto pendebit problema , quod facile e regnlis notis calcnli variatiönnm 
comprobatnr, alqüe ex ipsa analysi elucet, quam apud ill. Hamilton inVenis, 
ab integratione completa syslematis aequationnm differentialiüm vnlgärium se*- 
qnenlium : 

dq^-^ oF dq^^^ ölBT dq^ _ dB 

di " 6p, 'dt dp, V • • • di ^ dp^' 

dp^^_oH^ ^.^_;ö£r dpn, ^ dH 

dt ~ ojf, ' dt' öfl^ ' dt dq^' 

Quam integrationem completand demonistravi obtineri per integrationßte coro- 
pletam aequattonts differentialis partialts^ 
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in qua ponendum est 

aV dV ev 

Uaec aatem integratio per methodum novam hie propositam absolvilur. 

Etiam generaliorem casmn probiematum isoperimetrieorum , quo ex- 
pressio sub signo integrationis praeter differentialia prima functionum incogni- 
tarum differentialia altiora ordinis cuiuslibet inyolvit» contingil ad inlegrationem 
aequalionis differentialis parüalis primi ordinis revocare. Quae aequationets 
differentiales partiales omnes eo cominodo gaudent, quod functionem quaesitam 
siye yariabilem dependentem ipsam non involynnt. Sunt tarnen problemata 
isoperimetrica, quae ad aequationes differentiales partiales conducant ipsam 
etiam yariabilem dependentem inyolyentes, ea dico, in quibus expressio, cuius 
yariationem eyanescentem reddi oportet, non immediate ut integrale proponilur, 
sed et ipsa ab integratione aequationis differentialis primi ordinis pendet, quae 
praeterea functiones incognitas earumque differentialia inyolyit. Quin adeo, 
si expressiO) cuius yariationem eyanescentem reddere proponitur, per aequa- 
iionem differentialem cuiuslibet ordinis datur, quae etiam functiones incognitas 
earumque differentialia inyolyat, quaestionem ad integrationem aequationis dif- 
ferentialis partialis primi ordinis reyocare contigit. Unde et illis quaestionibus 
yalde generalibus methodos noslras applicare licet. 

t Quaestiones isoperimetricas, quae ad aequaiiones differentiales partiales 
primi ordinis reyocari possunt, antecedentibus eas esse supposuimus^ in quibus 
functiones unitie wiriabilis seu cunae indagantur proprietati maximi minimiye 
satisfacientes. Quaenam analoga extent circa problemata isoperimelrica, in 
quibus functiones duarum yariabilium seu superficies quaeruntur, integrale 
duplex propositum maximum minimumye reddentes, felicioribus conatibus re- 
linquo inyestiganda. 

De relaHonibuM simplicissimü, quibus digerenUalia partialia variabiUum secundum elemenia 

cananica sumia differenUalibus elementorum secundum variabileM sumüe vel nude vel 

mutato eigno singula einguUs aequiparantur. 

69. 
Systema elementorum, quae afficiunt solutiones probiematum mechani- 
corum secundum methodum a me propositam inyentas, praeterea quod for- 
mulas pprturbatorias simplicissimas suppeditanl, aliis adhuc grayissimis pro- 
prietatibus gaudent. Quas sequentibus exponam. 
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Sit V funclio qaantitalum 

?H ?2» • • • Juij ffl» <*i, ... a„, /|, ^2) • • • '/■ 

ac ponamus 

Ex aequationibus (1.) et (2.) sint ^i, 92 ^ - • 9m^ Pi'> P^-i * • • P» expressae 
per ai, «29 • • • ««., 61^ 62, - . . *«, <i, /j, . . . f« ac vice versa «i, Oj, . . . a«, 
61, 62, • • • b^ expressae per q^^ 9^2, .. . q^, p^, P2, . • . /?«, 'i^ ^, . . . ';.- Quae 
sunt expressiones, quas in sequentibus subintelligam, si quanlitates ^x, 929 ••• 9«^ 
Pi^ Pit •• • P«* secundum a,, b;, tj vel vice versa quantitates «i, Oj, ... «., 
61) 62, ... 6» secundum qi, pi, ti differentiantur. Suppositionem, quantitates 
^iy Pi P®^ ^h biy ti ita expressas esse, ut (1.), (2.) identicae evadant, vocabo 
supposilionem primam; suppositionem, quantitates a,^ 6/ per q,^ Pi^ li ita ex- 
pressas esse, ut (1.)) (2.) identicae evadant, vocabo supposilionem secundam. 
Suppositione prima facta, differentiemus aequatioues 

dV 



öa^ 



= bt 



secnndam a;, 6,-, /,-, prodil: 

d'v c 

?o^öj, c 

d'v dq, , d'v dq, , , d*r a?, _ db^ 



(A^ a*F d*V dg, a'K dg, d^V dq^ _ ^ 



(5.) 



^a^^q^ db.~ da^dg^ db. ^a^^q^ db^ db^ ' 

d'V , d'V dq, . d*r Ög. , , a'F dq. 



'>^-'' da^dti ^ da^dq^ 'di^^ da^dq^ dt. ^ ^ da^dq^ dt. ~ "" 

Suppositione secunda facta differentiemus aequationes 

.5F 



ö^i 



= Pi 



secundam q;., pi-, t,., prodit: 

d*v dl 

q^da, dq 
d'V da, , d*V da, . , d*V da„ dPi 



n\ a'F d*V da, d'V da d'V da„ ^ q 

^?i^?,« Ö9i^ö| dqi. dgj^da, dg-, ^ dq^da» dq., ' 



(8.) 



dq^da, dp.. dq^da, dp f. ^ ^ dq^da^ dp-, dpf, ' 



(Q\ o'F d'V da, d'V da, d'V da^ ._ ^ 

^"•^ dqj^dti. '^ dq^da, dt.,.^ dq^da, dt., '^""^ dq^da^ dt.. ~^ 

Joanud fQr Mathematik Bd. LX. Heft 2. 21 
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In bis formulis indicibus f^ %\ ky l Iribui possunt valores 1,2, ... m, excepto casu, 
quo j^ t' ipsam t afficiunl, quo casu iis valores 1,2,... ju coiiveniunt. Expressiones 

■jgT-, Q — sunt aul =0, si k, l ab t, •' diversi sunt, aut =1, si /r=f, i=$". 

Mulliplicentur aequationes (4.), (5.), (6.) per 
düj^ da^ da^ 

'd^' "öj^' "^^ 
ac post mukiplicaliones factas instiluatur summatio secuudum indicem k, hoc 
est, ponalur successive 1, 2, ... m loco ipsius k et expressiones, quae inde 
prodeunt, addantur. Quo facto per (7.), (8.), (9.) nanciscimur e (4.): 



(10.) 

(11.) 



(12.) 



e (5.): 



(14.) 



e (6.): 

(16.) 



d'V da, d'V da, , d'V Ba^ ^ 

da^da. dq.. '^ da^da. ög,. öömöo, dqj. 

d'V dg, d'V Sq d*V dg» 

öli<^9i> ^O/ dlt^^li. oa. "" dq^dg.. da. ' 

O^V da, d'V da, d'V da^ ^ dg., 

da,dai 6p f. "^ da,da. dp., '^'"^ da^da- dp^. da. ' 

d'V da, d*r da, d*V da» ^ 

da^da^ dtg. '^ da,da. dt^. "^ ^ da^da. dt^ "^ 

d*V dg, d*r dg, Ö'V og, . 

dg^dt;, da. "^ dg,dtf, da^ "^""^ dq^dt^. da. ' 



(Mli\ _^ - g'»^ dg, g'r dg, d*Y dg^ 

^ -' ö?^ ~ dq,dg, db, -^ dg,dq^ db, ^ '^ äg„dq^ db, ' 



dPi, - db, ' 



ri5^ -^ - ^'K dg, d^V dg, d'V dg», 

^ '^ dt,. ~ dg,dt.,. db, ^ dq,dt,. db, '^ ^ dq»dt,.'Sb~' 



d*r da, d'V da, ■ d'V da» _ 

da,dt, dqi. "^ da,dt^ dg,, "l""'"^ da^dtj dg,. 

d'V dg, d*V dg, d'V dg» 

dg, dg., dt, "^ dq, dg,, dt, "^ ^ dg^dg,. dt, * 

MTN a*K da, d'V da, , d'V da» ^ 

("0 da,dt, dp,, "^ da,dt, dp,, "*"■*' da»dt, dp,. dt, ' 

d'V da, d'V da, d' V da» _ 

l ') \ Q.y Q^^ Q,y g^^ d'V dg» 

dq,dt,. dt, '^ dq,dt., dt; "^""^ dq»dl,. ~Utr' 
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Si utrique parli aeipialionum (10.), (12.), (16.), (18.) respective additur: 

_dlV_ d*r d'V d^V 

aequaliones inventae (10.) — (18.) sie exhiberi possunt: 

(10. •) 

(11.*) 

(12. •) 
(13. •) 

(14. •) 
(15. •) 
(16.») 
(17. •) 
(18. •) 



öq. = 


dp. 


db, 


dq. 


dp, ~ 


da. 


db: 
dt. 


BT, 
da, 


da. 


dp. 


dq, - 


Bb, 


da, 
dp, = 


dq, 
Bb, 


da^ 


dT, 


-'.-. = 


db, 


Bq, 


dp, 
dt: 


BT, 


dq. 


^- ' 


du 


BT, 


BT, 



dt. 



du 



Ul aequationes novem praecedentes, quae sunt gravia et elegantia Iheoremata, 
recte intelligantur, teneri oportet, expressiones ad laevam omnes referri ad 
suppositionem secundani, qua considerantur 2m quantilates a; et bi ut functiones 
ipsarum jx, q^^ ... q^, p,, jh^ Pn.y 'n '2, . . . <^ aequationibus (1.) et 
(2.) identice satisfacienles atque illi ipsarum a,- et 6; valores in expressionibus T, 
Substitut! supponuntur, anlequam secundum //, differentiantur ; contra expressio- 
nes ad dextram omnes ad suppositionem primam pertinent, qua considerantur 
2m quantitates qi et pi ut functiones ipsarum ai, ^2, ... a^^ b^^ 62, • • • 6«^ 
<i, <2? • • • tu aequationibus (1.) et (2.) identice satisfacienles, atque illi 
ipsarum q^ et pi valores in expressionibus T,. substituti supponuntur, anlequam 
secundum f/ dilTerentiantur. 

21» 
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70. 

Aequationes integrales systematis aequalionum differenlialium ynlgariom 

proposili sub duabus maxime formis consideranlur; exprimuntur enim aut in- 

cognitae omnes per unam ex earum numero (ex. gr. tempus in quaestionibus 

mechanicis) alque constantes arbitrarias, quas integratio completa secum fert, 

aut exprimuntur constantes arbilrariae per incognitas. Qua in re incognitas 

etiam dicimus earum differentialia, quae inferioris ordinis sunt atque summi, ad 

quem in aequationibus difTerentialibus propositis ascendunt. Aequationes poste- 

rioris formae ita comparatae sunt, ut semel differentiando constantes omnes 

arbitrariae sponte abeant, ideoque aequationibus difTerentialibus, quae inde pro- 

veniunt, per ipsas aequationes differentiales propositas sponte satisfiat, cuius- 

modi aequationes integraies prae ceteris vocavi integralia aequationum dif- 

ferentialium propositarum. Aequationes integrales, quae motum ellipticum con- 

cernunt puncti secundum legem Neutonianam ad punctum fixum allracti, saepius 

sub ulraque forma propositae sunt, variosque ad usus indagatae sunt quotientes 

differentiales partiales provenientes, si in altera forma incognitae secundum sin- 

gulas constantes arbitrarias, sive in altera functiones constantibus arbitrariis 

aeqnivalentes secundum singulas incognitas differentiantur. Qua de re memoratu 

dignum mihi videtur, quod e formulis praecedentibus patet, proposito systemate 

aequationum differenlialium vulgarium, quäle in mechanicis integrandum est: 

dg, ^ dB dq^ ^ dH dq^ __ dH 

dt dp, ' dt '" dp^^ ' • ' dt ^ dp«" » 

dp, ___ dH ^^_§E. JPm^^ ^tf^ 

dt '^ dq,'' dt '^ dq^'* ' * ' dt "" d'q^ ' 

si eligatur constantium arbilrariutn $%ee elementorum systema canonicam^ fare 
ut quotientes differenticUes incognitarum secundum elementa aut elementorum 
secundum incognitcts singulae singulis aequcUes eeadant aut solo signo inter se 
differant. 

Sit enim in formulis praecedentibus ,c^=l) sive una tantum adsit quan- 
titatum <|, ^2) ••• tf,y quam vocabo t. Ponendo in expressione 

loco «1, Oj, . . . a« earum valores per ^f,, ^fj, ... q^^ /;,, jp^, ... p^^ t ex- 
pressos, quales obtinetur ex m aequationibus 

dV dV dV 
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abeal T in — JST, ideo ut sil —H expressio ipsius T in suppositione secunda. 
Unde erit V integrale aequalionis differenlialis partialis 

(1.) ^+H=0, 

qnod integrale conlinebit m constanles arbitrarias aj, o,, . . . a^. Consideremus 

in aequationibns 

l dV _ dV _ dV 

^ '^ ] OV . ÖV , dV . 

e qoibus sequebaulur aequaliones §'. antec. (10.*) — (18.*), ipsas ai^ai^.,.a^y 
6i, 62? • • • 6m nt constanles, unde ex aequationibns illis fiunt jfj, qfa, ... q^^ 
Pii Pi'i • • • Pm soHus / functiones. Ac scribendo -—H loco T; in parle laeva 
aequationum (16.*), (17.*) §*. antec. oblinemus 2m aequaliones differenliales, 
quibus aequaliones (2.) salisfaciunl : 

^^•>' cg,, - dt ' dp,. "" dt ' 

quibus in formulis indici % valores 1, 2, ... m Iribuendi sunt. Aequaliones 
vero (10.*) — (15*) suppeditanl Iheoremn propositum, videlicet: differentialia 
partialia variabilium secundum elementa differenlialibus parlialibus elementorum 
secundum variabiles singula singulis aeqnivalere. Casu, quo funclio H ipsam 
/ non implicat, qui est frequenlissimus in problemalis mechanicis, ila agere licet. 
Staluamus, in §^ antec. funclionem V quanlilales /i, f,, ... t^ omnino non 
implicare; porro loco a^ scribamus h, loco b^ vero t+r. Unde aequaliones 
(1.), (2.) §'. antec. fiunl: 

,.. dV dV aV 

(^•) ö^ = *'' ö^ = *^' ••• 5^ii = *--»' 5r = '+^- 

Eliminalis e (4.) quantitalibus Oi, o,, ... a^^i, prodeat 

H = h, 

designanle H funclionem ipsarum ^i, q^^ ... q^^ PmjP2, .../>m^ qnae ipsam h 
non implicat. Unde vice versa considerari potest V ul solulio completa 
aequalionis differenlialis partialis: 

H = h, 

in qua ai, Oi, ... a„_i sunt constanles arbitrariae (conslantem arbitrariam, 
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quae functioni V sola addilione iongi polest, ut plerumqne. non respicimas) 
atque h constans da*a. qiiae ipsam iam aequationen differentialem afDcit. Con- 
sideremus porro in aeqaatioaibns (4.), (5.) ipsas ai, Oj, ... a«.|. h, bi^ 
6^, . . . 6«^ T ut coDStaates, emnl per aeqaationes illas ipsae qi^ q^^ ... q^, 
Pi*, p2^ ' " Pm dalae fanctiones quaDÜtatis L Ponamus in aequationibus (13.*), 
(14.*) $'. antec. i^m, atqae, sicoti conyenimus, loco a^^ 6. scribamus h 
atque /+t^ in parte iaeva aeqaationum illamm exprimendum erit a« sive h per 
ipsas qi^ q^^ ... q», Pi- Pi^ • - - P» ope aequationum (4.), (5.), sive loco a^ 
ponendum est U, Quo facto, si insoper animadvertimus, loco expressionum 

-^r-^, -TTT^ sive 577-r--^^ ^^^ f . scribendnin esse, m / ut variabilis in- 
dependens spectetar, 

ab^ '^ di ^ db^" dt ^ 

abeunt aequationes (13.*), (14.*) in systema aequationum differentialium vnl- 
^rinm, quae aequationibus (4.), (5.) satisfacinnt: 

dq^-^ dt ' 8p^ dt ^ 

Ac vice versa aequationibus (4.), (5.) hae aequationes differentiales complete 
integrantur. Porro aequationes §' antec. (10.*), (11.*), (13.*), (14.*) sup- 
peditant formulas: 



db, dp, 

■^- dar 


86.. dq, 
dp, - da, ' 




dOi dq,. 
-dp, - db, ' 


ilores 1, 2, . . . 


«— 1, indici »' valores 1, 2, 


II* 

dt dp, 
Tq, -- dk ' 


dt dq, 

dp, ~ ök ' 



m tri- 
buendi sunt; atque fit: 



in quibus aequationibus indici f rursus valores 1, 2, ... m tribuendi sunt*). 

*) Formulao eiusmodi^ cum Acaderaia Berolincnsi seien tiarum communicatae, 
i«in iiivuniiintur in commentatiuncuU ,,Noues Theorem der analytischen Mecbanik"| 
liiiiiiii dlttrii tom, XXX, p. 117. C. 
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Parmulae amtecedcntes applicanlur in motuni liberum n punciorum materialium quo 
aequatio conserralionls ririum virarum locum habet. 

71. 
Operae preliuni mihf Videtur, nonnulla eorum, quae anfecedrntibns in- 
venimos, pro casu syslemaüs liberi per vires inlernas sollicitati seorsim theo- 
remate exponere. Quo casu loco quanlitalam qi ponanius coordinalas ortho- 
gonales, uude loco ipsanim p^ ponendae erant expressiones mix]^ "^iViy fl*;^)- 

Theorema. 
ConsideremM motum sgstemaHs liberi n puncfomm tnaterialium ; timt 
Xi, tfiy Si coordifiatae orfhogonales pnnctiy cuivs massa m. « ac soUicitemtwr 
Mingvla jmncta ni/ secyndum directiones axivm coordinatarvm rnibus miX., 
miYiy miZi talibuSy tit etadat summa 

:^m,(X:dx,+ r.dyH-Z/rf^/), 

extenso ad puncta omnia systematisy differentiale completum 

dU= :s:m!iX,dx,+ Y,d9,+ZidzO. 

qui habetur casus , quolies systema punctorum matcrialium tanlnm viribus 
intemis attractionis aut repulsionis sollicitatur. Ad inveniendum motum 
systematiSy inlegretur aequatio diffierentialis parlialis: 






I (/ory ,fdv\' .fdry-\ _ , , . . 



in qua k est constans; intentaque sohäione completa V, quae praeter 
constantem, quae sola additione ei iungi potest, constantes arbitrarias 
Hl, Oj, . . . o,..! implicety erunt aequationes finitae^ quibus malus pumctorum 
malerialium definiuntur: 

6V i OV . oV . 

daignantxbuM fr^, 6^^ ... frj._i, % nota$ contlanle* arbitraria$; porro erit 

dx, dV dx. av 

= l»l —TT- < — ^ •»•> —77- 1 ... — = II». 



oV dx, dV dx. av dx, 

dt ' CT, ' dl ' ox. ' dt 



aV _ dz,_ oV__ ds, dy_ dt, 

d>, "'"' dt ' ö», -'^■IT' ' ' ■ "5i7~'"""dr 
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Per aequationes proposUas^ statuta 

, _dx. , _dy^ 



»* = 



d^ 

dt 



considerari possunt 6n quantitates x^, yi, Zi, x], y\y S; ut functiones 6n 
quantitatum Oi^ a^, ... a^^^i^ hy 6|^ 629 • • • ^jv-^m ^+^^ ^^' ^ice eersa 
spectari posaunt Qn qucmtitates Hi, O}, ... 03«.!, h^ b^^ h^^ ... 63,^1^ '+'^5 
ut functiones 611 quantitatum xi, yi^ Zi, x], y'iy 2;. 

Si sub utraque suppositione functionum illarum quotientes di/ferentiales 
partiales sumuntur^ quotientes di/ferentiales partiales sub altera supposi- 
tione sumtae quotientibus differentialibus partialibus sub altera suppositione 
sumtis singulae singulis aequales fiunt aut tantum signo differunt; fit enim, 
designanfe i unutn quetncunque e numeris 1, 2, ... n^ alque k unum quem- 
cunque e numeris 1, 2, 3, ... 3»— 1: 



dx. 



db. 



^i-37r- = 



dx\ 
öbj^ 



Uli' 



dx'. 



"».•^7- = 



m, 






db, 



dXf 
db. 



"•'-057 = 

m ^"' - 



db, 



i»i 



dh 

dh 

di: 



tu,- 



dh 



dx\ 
ÖCr-H) 



dx. 
dy, 

"*' db, - 

dx'. 
'»'•^67 = 

'"'■"067 = 



da. 



dy] 






dx. 
da. 



doi 



m, 






5y; 
"».•-äir = 






m. 



dh 



öy> 

dCT + O 

d»: 



Statiiamus propositos motm perturbari, viribut m;X;, m^Yi, m,Zi pwuUnm 
f», tolUcitanlibus accedentibus novi* viribus miXI, miYi, m,Z'i, designantibus 
XI, Y'i, Z'i functiones omninm 3n coordinatarum x,-, yi, s/ atque temporis t. 
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ae tit, *i solae coordimttae varitmka' neque simul tempv», »unma 

extensa ad pu$tcta omtua »ystematis, variatio completa 

qidbua statutiSy cteqtttUiones probtematis mperhirhati 

dY , dr , dV . dV ,, 

dr , dv . dv , 

dV . dV , dV , 

dV , dV , dV , 

etiam motu» auppeditabunt pertiwbato», m hco elementorum Oi, o«, ... a)«_i, 

K ^M ^»i ■ " ^3«-i> "" «wniiiiAfr fimctiones temporia »eUi»facietUe$ aequo- 

Homhus diffierenHaUbtu: 

da, _ dSi da, ^.Q <to3»-i _ öiQ 

"dir ~ a*. ' A ~ Ö6, ' ' * * dt ~ 063.^1 » 

dt ~ ao, ' dl ~ öa, ' * ' * dt ~ öaj,^i' 

d& __ dii _dl_ _ J^ 
dt ~ ~5t~' dt ~ ÖA ' 

9Mt6tM in aequaHonibut tuppomtw, ftmctionem Q, ope aequationtm pro 
motu mpertMrbalo itweHtanm 



per «oAi elementa et tempm expreuam e$te. 

Aequatio differentialis partialis in theoremale aotecedente proposita in- 

venitar ex aeqaatione 

H=T-U=h, 

quum Sit 7 semissis summae viriom vivanim 

aequaliones vero 

dT _ _ dV 

in aequalione H=h substitaendae , quo aeqaatio differentialis partialis evadat, 

Joarn«! ffir Kktbomatik Bd. LX. Heft 3. 22 
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hie sunt 

dV . dV , dV 



Unde aequatio 
abit in aequationem 

quae est aequatio differentialis partialis in theoremate antecedente proposita. 
Formulae perturbaloriae theorematis e §. 52. petitae sunt, scriptis A et r loco a 
et b. Eaedem expressiones differentialium elementorum habentur etiam pro 
generalioribus aequationibus differentialibus, in quibus S2 praeter ipsas Xi, y;^ z^ 
etiam quantitates x;, y'i, ä- involvere potesl: 

dt "~ ^'"^ dx- ' dt "" ^'"^ oy. ' dt ~ ^'^ dz', ' 

quae^ quoties S2 ipsas non implicat a?;^ y], z'i in aequaliones differentiales per- 
turbatasi quae vulgo habentur, redeunt: 

Si Iheorema antecedens ad motum ellipticum planelarum applicare placet, po- 
namus, uli in formulis §. 67 Tactum est^ 

TT- 



k - --oT- ai = xy>co8i, a^=.x}fp. 



6-^1, 64 = 0, ^ + A2 = ö>, 

designanlibus .4, ;>« t, — t^ Si, cD semiaxem maiorem. parametrum. inclinatio- 
nenu tempus perihelii, iongitudinem nodi ascendenlis, distantiam perihelii a 
nodo asi endenIO) alque x^ vini attractivam pro unitate distantiae. Si x, y, Zy 
x\ y\, z per -4, p, ypcosi. t, ß* O, / vel vice versa A, p, i, x, Sl^ «ö 
per X« y, 9^ x\ y'^ z^ expriniimus« et expressiones illas sub utraque sup- 
posilione differentiamus« prodeunt e theoremate antecedente formulae: 
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dz 



dSi 



dypcoii 


— « 


d* 




dSl " 


X 


di 


■ ■y 


dVp 




d% 


yt 


dm 




[ dx> 


7? 


dA 




di' 


Z 


d.ypcoii~ 


d»' 


— .^ 


dU 




di' 


X 


dVp 


di' 


V 


dm 


*w 


dxf 


X^ 


dA 





3s' 
dm 



dx! 
dVp 



-3i' 

dr 



dzf 

da 



dt 
d.Vpcoti 

d* 

dm 



dz 



dz 

Quibus in formulis designat i inclinationem plani orbitae ad unum planorum 
coordinatarum orthogonalium x^ y^ Zy atque Sl angulum, quem intersectio 
utriusque plani cum altera axi coordinatarum facit, quae in piano illo coor- 
dinatarum ducta est. £ formulis notis motus elliptici verificatiönem formularum 
praecedentium facile obtinere licet. Quae facile etiam in alias varias formas 
transfunduntur. 



De expressionibus (/p, yi) et [(p, ip], quae in modum coefficientium in ill. Lagrange 
et Poiiton formulii perturbatoriis obvenienHum conftatae sunt. Innoiescenie integrali 
quolibei Ei = a/ aequaiionum dynamicarum, differenHalia omnia funciionii cuiuslibet 
Mecundum etementum 6^ q^od ipti ai in systemaie quolibei elementorum canonico fiat 

caniugatum, asHgnari poisunL 

72. 
Staluamns rursus: 



[%V] = 



dq> dyf 


dtp dy. 


_ d<p dxf> 


d(p dy> 


S^dp,^ 
dq> d%p 


dq» öp. 
d«p dtf/ 


Öp, dq^ 


dp, dq. 


dpn, af« 



22» 
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porro, uncis rotundis adhibitis, 

dtp dip dtp dv d^ d*t> 
facile probatnr e formuHs §. 69 traditis, haberi 

(1.) [«.•,a,] = 0, [a.-,6i]=0, [6.-,6,] = 0, 

(2.) («.•,a») = 0, («..,60 = 0, {6.-,6i) = 0, 
exceptis aequationibns : 

(3.) [a„60 = -l, (4.) {a,,b,)^\. 

Formulae (1.) ad suppositionem secundam pertinenl, qua consideravimus 
ipsas ttj, b; ut fimctiones ipsarum qi, pi, /,■; formulae (2.) ad suppositionem 
primam, qua considerantur qi, p; ul functiones ipsarum a.-^ bi, tj. Quae 
formulae e (10. *) seqq. $. 69 sie demonstrantur: 

Habetur, extensa summatione ad ipsius •' valores 1, 2, ... m: 

" - da, - -^n dq,. da, -^ dp,, da, f ' 
^-db, -^"l^'dbi + W.'db^S^ 

= ^-3- 1 ^** £!l_l ^** ^P" ^ 

da,-^"\^da,^-3^da,i' 

exceptis casibus, quibus in aeqüatione prima et quarla fit k=^i, quibus casibns 
babetur: 

( da, dq,. da, dp..^ 



f dbj dg,. db, dp,. > 

'ydq,.'^'^dp,.db,r 



1 =-2i., 

Substituamus in formulis praecedentibus aequationes (10.*), (11.*), (13.*), 

(14. *) §. 69 

dp,. _ db^ dqi. _ db, dp,, _ da^ dq,, _ da, 
'da, ~ dq,. ' ööT ~ ~dp^'' db^ ~ ~ dq,. ' "dbj ~ ^' 

abeunt illae in sequentes: 
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qnae conveniant cum aequatiouibus deroonstrandis (1.), (3.). 

Porro in iisdem forniulis easdem sobstituamus aequationes (10.*) — (14.*) 
§. 69, in quibus tarnen loco indicis i scribamus k, unde evadunt: 

dbj^ _ dp., ^k _ _^ ^ — _ ^ £^ — ^ 
ö^ "" da~ ' dp7, " da^ ' dq., ~~ db^ ' öp^ "" ^ 

Quibus substitutis^ aequationes supra traditae in sequentes abeunt: 

= («o**}, = (fc„60, 0=(a*,ö,), = (ö,,6,) 

l=(«o*0. 
quae sunt aequationes demonstrandae (2.), (4.). 

Sint (p, rp datae quaecunque functiones ipsarum Oi, o,, ... a^^ 6j, 
629 • • • 6«^ QUA® quantitates ti^ tz^ . . . t^ non contineant. Substitutis ipsarum 
tf/5 ^M valoribus per qt^ pi^ U expressis, evadanl (p^ rp harum quantitatum 
functiones, eritque 

"-^'Vöa.. % "+" 56.. df,J^^\da^ dq^'^'^ dq..J\ 
Qaae expressio sie repraesenlari potest: 

+^'..1-^^[»"-1+-^-^[»..m}. 

nnde e (1.), (3.) habetur: 

aive 

' r/« ,1,1 ^'iP dtp dq> dip dq> dtft 



(».) 



d^ dtfß d<p dip dtp dtp 

~^^"öPt öffi dpZ ~^m 

— ^y ^yy öy 5<^ . 3<p dtp 

^ 'Sb^sä^'^db, öa,"^""^"56;r "9ä;r 

äy d(^ dfp d^ dtp d\p 

da^ db^ da, ^b^ do^ db^ 
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Quoties igitur accidit, ut (p^ tf^ sint eiusmodi ipsarum qi, pi, ti functiones, quae 
per solas a,^ 6, absque quantitatibus ti exprimi qaeant, erit etiam 

LV. V^J - ög, dp, +dq, dp, ' •" + "0^ dp^ 

dq> dxp dg> ötfj d(p dxp 

eiusmodi fuactio, quippe quae aequalis fit expressioni 

dtp dip dtp dtp^ , d<p dtp 

db^ da, db, da^ "^ dbm da^ 

dtp dtp dtp dxp dtp dxp 

da, db, da, db, da^^ db^ ' 

qaae, si 9 et v^ sint solarum a,^ bi functlones ab ipsis ^^ vacuae, et ipsa erit 
solarum Oi, bi functio ab ipsis /.• libera. Si quantitalum /, una tantum in pro- 
blemate proposito adest, quam / vocemus, redit propositio antecedens in eam, 
quam olim ill. Poisson demonstravit, quoties 9 = Const.^ t// = Const. sint in- 
tegralia systematis aequalionum differentialium 

^_dH^ ^Pi _ dtt ». 
dt ~" öp. ' dt dq^ ^' 

quantitatem \tp, rp] per sola elemenla absque t exprimi. 

Casus specialis aequationis (5.) valde memorabilis is est, quo functio 
\p uni quantilatum a,^ 6^ aequalis existit; tum enim abit aequatio iUa in has 
simplices: 

(^•) dL 

Docent hae aequationes sequentia: Quoties enim habetur aequationum differenr- 
tialium propositarum integrale 

(p = Const., 
(p per ip$a$ a,^ bi absque t exprimi polest, quam vero expressionem ipsam 



*) Aequationes differentiales ill. Poisson sub alia forma exhibuit; licet enim iam 
nie animadverterit in commentatione prima de Variatione Constantium, expressiones 
. . dq. dq, 
ipsis --—-) -j— aequales per q., p. exhibitas ita comparatas ease, ut prioris diflferentiale 

secundum pj^ alteriua differentiali secundam p^ aequale sit*, expressionem simplicem 
ipsius "^^ = -^ — } unde illud sponte sequitur, primus ill. HttmiUon dedit. 
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generaliter exhibere non poswtMts, nisi omnium a^, fc< expressiones per qt, Pi^ t 
datae sint, AI si vel unius novimus elementi, quod ad systema elementorum 
canonicum pertinet^ expressionem per qt, /?,, f, directe iwoenire licet differen-- 
tialia ipsius (p secundum elementum coniugalum sumta et ip$a per q^^ p^, t 
expre$$a, »iquidem bina a, et 6^ elementa coniugata dicimus, Nam si elementum 
canonicum datum est a,^ habetur e (6.): 

i 

unde ponendo -^, 'a^'^ ^*^* ^^^^ ^^ prodil: 

unde successive omniom -^^ innotescunt valores per qi^ p;, t expressi. Si 

tantura unum habetur integrale^ ^ = a,-^ polerit constans ipsi yj aequalis pro 
elemento canonico accipi; excipias tarnen casum^ quo y^=Hy quod fieri potest, 
si H ipsam t non involvit, quippe quo casu, quoties 9>=Const. est integrale 
alterum, habetur [(p, aj = neque aliquid novi inde prodit. 

Ad iUustrandas aequationes (6.)^ quae magnas partes agere debent in 
ulterioribus et altioribus disquisitionibus, quas integrationes propositae flagitant, 
ut omnia quae hie adhuc latent, enucleentur, directe eas de aequationibus §. 69 
propositis deducam. Quod fit per considerationes sequentes. Sit enim a^ data 
functio ipsarum qi^ 92, ... q^^ pi^ p^^ ... p^^y t^ ac consideremus ipsam t^ 
siquidem / in functione a^ invenitur, ut constantem datam atque omnes 
ai, Ot^ ... a^y 61, 62, ... b^ praeter unam 6. ut constantes arbitrarias, erunt 
9j9 92 > ••• 9m9 Pi-i Pi') • ' ' Pm functioues ipsius 6.^ quae satisfaciunt aequa- 
tionibus diJferentialibus (13.»), (14.*) §.69: 

dg, _ da, dg, da, dg^ _ da, 

db, - dp, ' db.^ dp,' • • • db, - dp^ ' 

dp, da, ^__^ iPm _ da, 

(to ■*■ ^ ' db^ dg,'' ' ' ' db, dg^ ' 

quae plane eandem formam habent alque aequationes differentiales propositae, 

modo functio a.- functionis U alque variabilis 6, variabilis t locum teneL Per 

regulas autem vulgares differentiationis ex aequationibus praecedentibus cuius- 

libet functionis ipsarum 9,/^ pi. differentialia prima, secunda, terlia etc. suc- 

dgs, dp., 
cesaive eruuntur, continuo differentialium ^-^r-, ^-^ valores aubstituendo; 
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^ 



ex $Tse«flfie acmaimMB differentijliom 



orüus per ipsas fj., piiy t, ex* 
Si ex. 2r. ÜBKäMBs j rfüSereatiale primmn secundam 6; 



f« Al^ 


.'» **•- 


_...^ ^ •*«- 


^*r 


f«, A 


^5»-«. 


4^*^- 


^^ 


_...^^*- 


^* 


^. *. " 


^aST*. 


_ ^C*: 


^« 


d»3., 


=% =* 


^^ 


•c^ap. 


^ ^. 


^V«. 


d» öa 



■ 6 ; M d le^y e aethodo demoii3tratar alter«. 

Ofc wt^u aAat« ki femtrib $. ^ et anteGedeDtibus, quae exiis derivatae 
■eiHae «« > *^^1<*^ f « F i*^^ * perMlari posse. 

IpsK» 4^« r, per atutf fuatHlates ^y ßj y etc. expressis, qaaeramiia 
xaieraa expressiiMb: 

•^«^ " C^O* c« cß dm '^" • dfl da 



Krt v*^^<' 






iadiolHn« t « •% ^ Iributi» valoribus K 2, . . . m. EvoluUs productis ex aequa- 
tUm«^ pra«K'^«^te eruimus y^a, /?) = 

(Hdictbun i rl A sub »iyno suniinatorio tribuUs valoribus 1, 3, ... m. 
(d^d e ftiimuHn ^)l ) eavneacunt sab signo suminatorio termmi omnes. 
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pro quibus k et i inter se diversi sunt; unde quum e (4.j sit 
atque sponle pateat fieri 



seqnitur 



,( da. db. da. ö6, \ 



sive 



(7.)^ 



i^,ß) - ^\da dß dß da 

f„ /^\ ^ ^9i ^Pi f ^Vt öPt I 
^^^ ^^^ " dß da ^ dß da "^' 

dg, dp, dg, dp^ 
da dß da dß 

— 5a, db^ da^ db^ , 

"" da dß ^ da dß '^' 

da, db , da^ db^ ^ 
^'^ da" dß öcT 



+ 



dqmdpm 
dß da' 

dqm dpm 
da dß 

dom db^ 

da dß 

da^ db„. 



dß da 

Statuamus, ipsam ß ^x elementis canonicis esse sive haberi ß ~ a, aut /? = 6, , 
Mque reliquoram elementorum expressiones hoc elementurn noü continere. 
Quo casu formula antecedens abil in sequentes siniplices: 



(8.) 



ob 



oa 






Ooibns adnolalis pauca de formalis feneralibus perturbatoriis addam, quae de 
systemate elementorum quocunque valent. 

Formularum perturbaloriamm sysiemata quae ilL Lagrange et PoUsan posuerunt, 
demonstraniur ei allemm ex altera derivantur. 

73. 
Loco ipsorum a^^ a^, ... a^, 6iv 639 - • • bm habeatur systenia ele- 
mentorum quodcunque, cr^, «2, ... a,^. Quorum respectu formulas pertur* 
batorias sub duabus maxime formis proponere convenit. In altera^ quae ili' 
Lagrange est, difforentialia parlialia functionis perturbatricis S2 secundum 
elementa sumta lineariter exprimuntur per differentialia elementorum; in altera, 
quae ill' Poisson est, differentialia elementorum perturbatorum lineariter ex- 
primuntur per differentialia partialia functionis perturbatricis £2 secundum 
elementa sumta. In altera forma expressionum linearium coefficientes sunt 
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Tunctiones {(fi,cLi)^ in altera funcliones [cr.^ a^]. Plerumque adiiotari solet, 
altcram formam ex altera per solam resolntionem aequationuni 2fft linearium 
obtineri posse. Sed nemo, quanlum scio, hanc resolutionem reapse tentavit 
eaque via direeta alteram formam de altera derivavit* Quod quum utile sil 
et diflicnltatis speciem quandam habeat, ego sequentibus exponam; antea aotem 
formulas perturbatorias generales de formulis supra traditis deducam, licet eaedem 
direcle ex ipsis aequationibus diiTerentialibus peti possint, sicuti plerumque fit. 

Spectentur primum elementa canonica «j, a?, ... a^^ 6|, 629 • • • b^ nt 
funcliones aliorum elementorum quorumcunque a^^ a^^ ... 02^; erit e §.52: 



da ob. öa^ J 



öS} _ ^ |_ÖJ 



= ^' I 



db. da. da, db, 



( dt da, dt dtt^ 

{Obf da. da^ db. \ da^ 
'd^ 'Sit^~'^ ~dir\~dr' 

quibus in suihmis ipsi i valores 1, 2, ... m, ipsi k valores 1, 2, ... 2m 
Iribnendi sunt. Unde e (7.) §. antec. fit 

Spectentur deinäe Ot, a^, ... Oj. ut fnnctiones ipsarum Oj, a^, ... a., 6,, 
6}, ... 6.: habetur e §. 52: 

_^ _ y } c?tt, da, g«. <«>, I 
di ~ ' \ da. dt '^ db, dt i 



= x, I 



ö«, o»ß , öa. 0/2 



6Jo. öfr. "^ db, da, 

~ •>* t du. db '•' db. da, ) da„ » 

quibus in summis ipsi i rursus valores 1. 2, ... fi?^ ipsi Ar valores 1, 2, ... 2fii 
tribuendi sunt. Unde e (5.) §. antec. scribendo a,^ cr^ loco 9)^ 1// prodit: 

(2.) i'^""-'^*^"-"*^^; 



C. G.J. Jaeobi, nova meikaduM aequat. differenL pariiales primi ardmig iniegrandi. 179 

Formulae (1.) ab ill. Lagrange, formulae (2.) ab ill. Poisson traditae sunt. Aliae 
de aliis derivari possunt ope theorematis sequentis: 

Theorema: 
Sint qi, q^^ ... q^, pi, p.^ ... p^ funcHones quaecunque a $e 
invicem independentes quantilatum a^^ a^, ... cr,^^ ita ut invicem 9pectari 
poasint Oi, a^^ ... a^^ ut ftmcliones a se invicem independentes quanü-- 
tatum qi^ ^29 • • • f»^ J^m Pa? ' - - Pm; statuatw in supposUione priori: 

(„ „\ ^ ^9. ^P. , 59t öPt ... 4_ ^9«. ^P^ 



da. da^ da. da^ da. da^ ^ 



fit Mupposilione posteriori: 



L«., «*J - i^q^ i^p^ -1- ^,^ dp^ -^— -i- ifg^ öp. 

3a. döTj^ 5a. da^ da. da^ 



dp, dq, dp^ dq^ dp^ dq^ ' 

quibus statutis significationibus ^ si proponuntur 2m aequationes lineares 
sequentes: 

ri = ♦ +(«1, «2)tt2 + (aM «3)W3H h(«l. «2m)W2*, 

»2 = («29 «l)»l4- ♦ +(«2, ff3)«3 + -- + («2, «2j«2«^ 

»2« = (0f2«,ai)tti+(«2-.,«2)tt2-|-(a2m,«3)««jH h * ^ 

ertffi»/iir resolutione harum aequationum ealores ipsarum u^j »2, ... Uf^ 
sequentes : 

«2 = [«2, «1]«?!+ * +[«2, «3]«?3 + — + [«2, «>m]€?2», 
«3 == [«3? «l]<?l+[«3, ß2]t?2+ * H h[«3l Cf2jt?2«, 

^M2m = [a2m,«l]<'l+[ff2-.,a2]t?2 + [«2«,Cr3]t?3H h * 

et f>ice fjersa harum aequationum resolutione illae obtinentur. 

23» 
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Demonstratio: 
MnHiplicemus aeqnationes propositas per 

et productonim summationem insliluamus. Unde prodibit expressio huinsmodi: 
in qua: 

dar. du da. da da. da 



^J 






d9« dp. 

ö«j da 

c>p« öjiir 



^f . [ ^1t "^« I , , I ^9m dp. 

d«, d«, d«^ d«, d«j da^ 

d«^ da, d«^, d«, da^ da^ 

qua in summa ipsi n valores 1, 2, ... 2m tribaendi sunt. Eandem expresrionem 
facta nultiplicalione sie repraesentare licet: 

dp». 5a. 



4 _ y f ^''. '^'.' y 5/'.' 5«- J 



I 



''^<dq^ da^ '^' do. dp,. I 
y ) ''«i 5?». -, 5P.' ö«. I 

- -'^'.*' i -d^ "di;;- • — -dir -ö^ p 

qoibus In summis ipsi n valores 1, 2, . . . 2m, ipsis f, W valores 1, 2, .. 
tribaendi snnt. lam vero habelar: 
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ca. dp, dp,. ' 



quaruin expressionum tertia et quarta semper evanescunt, prima et secnnda 
evanescunt, si f' et Ar' inter se diversi sunt, in nnilatem abeuni, $i i'-^k\ 
Unde fit: 



* ^''ida. da. dv. da') da. 



'*' ( dq, da^ dp, da^ ) da^ 

Qiiae expressio (]iiiuu evanescal nUi sit j = k, hoc autem caso in nnifatem 
abeat, videmus, in parte posteriore aequationis: 

coefficientes A^^ ^a, ... ^2m praeter unum Ai evanescere omnes, fieri autem 
Ai=^i. . Unde aequalio antecedens haec evadif: 

in qua, si ipsi i successive valores 1, 2, ... 2m tribuuntur, eruunlur ipsarum 
flfi, «2^1 .*. «„» valores in theoremate proposUo assignati. 

Prorsus simili methodo vice versa e secundo syslemale aequationum in 
tbeoremaie antecedenic propositarum s^stema primum derivari polest. 
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lieber die Darstellung der Curven durch Krümmung 

und Torsion. 

(Von Herrn Ä, Hoppe.) 

J^ind die Krammung und Torsion einer Curve als Functionen des 
Bogen« gegeben, so ist ihre Gestalt unabhängig von ihrer Lage voUstindig be- 
stimmt. Um daraus ihre Gleichungen in rechtwinkligen Coordinaten zu finden, 
hat man sechs Integrationen zu vollziehen, entsprechend den sechs Conatanten, 
welche ihre Lage im Räume bestimmen. Dies ist in zwei FftUen leicht: 
1) V6nn die Torsion =0 ist; 2) wenn sie ein constantes Verhftltniss znr 
Krümmung hat. Ausserdem giebt es noch manche sehr einfache Relationen 
zwischen beiden Yariabeln, welche die Integration zulassen. Obgleich die 
allgemeine Lösung der Aufgabe nicht wohl möglich ist, so scheinen mir doch 
einige Reducliouen, deren sie fähig ist, an sich von Interesse zu sein, nament- 
lich insofern daraus ersichtlich wird, wovon die Integrabilitit im speciellen 
Falle abhängt. Ich erlaube mir, von den Benennungen Gebrauch zu machen, 
welche ich in meinem letzten Aufsatze (Band 58, p. 374) erklärt habe. 

I. 

Bezeichnen t und & den Krflmmungs* und Torsions winke! aner CurTe 
(d. i. die Integrale der Contingenzwinkel der Tangenten und Osculationa- 
ebenra); «^ e^ le^ die cos. der Winkel, welche die Tangente, PoUinie und 
Hauptnormale mit irgend einer Axe bilden; so ist wegen der senkrechten 

Lage dieser Geraden: 

(1.) u'+v^+w'' = 1 

und gemäss bekannten Formeln: 
woraus hervorgeht: 

Jenachdem man nun e oder u nebst w aus Gleichung (1.) eliminirt, erhält man 
(3.) (Ä)'(«+-|^)'+«'+(|^)' = l. 

(4.) (|f)'('+|^)'+«' + (^-)' = 1. 

Hiernach steht jede Curve im Allgemeinen mit einer zweiten in der gegen- 
seitigen Beziehung, dass der KrOmmungswinkel der einen der Torsionswinkel 
der anderen, und die Tangente der einen parallel der Pollinie der anderen 
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ist. Die Integration einer der vorsiehenden Gleichungen erledigt somit die 
zwei Falle gegebener Functionen 

zu gleicher Zeit. Das Folgende mag sich deshalb auf Betrachtung der Glei- 
chung (3.) beschrftnken. Demgemäss soll r als unabhängige Variable betrachtet 
werden, und die Accente Differentialquotienten nach derselben bezeichnen. 

Nach einmaliger Differentiation und Ausscheidung des Factors u+u" 
giebt Gleichung (3.): 

(5.) ,r + il+»''')H'-^^in+u'') = 0. 

Das vollständige Integral dieser linearen Gleichung hat die Form: 

u ■-= aui + bUi + cUi^ 
doch sind die Constanten a, b, c einer Relation unterworfen, die sich ilurch 
Einführung in Gleichung (3.) ergiebt. Wählt man dann drei Systeme der 
a, by c so, dass die Quadratsurame der drei entsprechenden Werthe von m==1 
wird, so stellen diese die cos. der Richtungswinkel der Tangente gegen drei 
rechtwinklige Axen dar, und geben nach Multiplieation mit dem Differential 
des in t ausgedrückten Bogens und folgender Integration die Coordinaten als 
Functionen von er. 

Da hiemach die LOsung der Aufgabe vollendet ist, ehe der Bogen in 
Rechnung kommt, so erhält man durch Integration der Gleichung (3.) für 
jede specielle Relation zwischen r und & eine Classe von Curven, deren 
gemeinsames Merkmal eben jene Relation ist, während die Function, die den 
Bogen beliebig in r ausdrückt, die Verschiedenheit ihrer Gestalt bedingt. Die 
Abweichung kann hier allein in der Ausdehnung der einzelnen Bogenelemente 
stattfinden, so dass sich jede Klasse dem Auge leicht als zusammengehörig darstellt. 

IL 
Zur weiteren Transformation der Differentialgleichung setze man: 

woraus durch Auflösung nach q hervorgeht: 

- — ,7V^i-i^ iiu»-u " ^ 

Dann geht Gleichung (3.) nach Ausscheidung des Factors 
über in 



184 Hoppe, aber die Darstellung der Curven dwrch Krümmung und Toreion. 

C«) (^)'+j'+»" = 0. 

Dieselbe Gleichung würde man auch als besonderes Integral der Gleichung (5 .) 
erhalten, wenn man die Integrationsconstante , welche gemäss Gleichung (3.) 
den Werth 1 haben muss, =0, und den entsprechenden Werth von m = q 
setzte. Die vorstehende Herleitung zeigt, in wdicher Beziehung die wirklichen 
Wurzeln der Gleichung (3.) zu diesen unbrauchbaren der Gleichung (5.) stehen. 
Ferner sei 

woraus umgekehrt 

Dann gehl Gleichuugr (6.) nach Ausscheidung des Factors 

über in 

woraus 

(7.) r" + t^V+irr - 0. 

Die möglichen Transformationen dieser Gleichung sind bekannt. Die 
einfachste Form erhält sie durch die Substitution: 

a ^ Ja* 

nämlich die folgende: 

5'p , P 



"da ^i^ 



da' + <r' ^ ~ "• 

III. 

Ist eine Speciallösung der Gleichung (3.) bekannt, so ist die voll- 
ständige Lösung der Aufgabe durch ihre ZurückfOhrung auf eine lineare 
Gleichung zweiter Ordnung verbürgt. Doch kann BMin auf weit kürzerem Wege 
dazu gelangen, als durch Vermittlung der Gleichung (7.). Sind nämlich 

M = cos9JCOsv^, t? = sin^cosv^, tr=='Sini^ 
die COS. der Richtungswinkel der Tangente; ist femer tr als Function von r 

bekannt, und man setzt 

if/ = sincii, 

so sind auch \p und w bekannt. Für die cos. der Richtungswinkel der Haupt- 
normale findet man durch eine Differentiation folgende Werthe: 
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tr' = cosi//sinc(i 
deren Quadratsnmme ist: 

1 = y'^ cos' ^-)- sin' Ol. 
Durch den hieraus gewonnenen Werth 

/cos IV ^ 
-CT 

sind tf, r und demzufolge 

X = /tiö*, y =/^ ö^f * — /t«> S* 

als Functionen von r bekannt. Durch eine Orthogonalsabstitution lassen sich 
die fehlenden Integrationsconstanlen, deren zwei im vollständigen Werthe 
Ton yjy und eine in (p enthalten sein würden, leicht herstellen. 

Die mittelst Gleichung (7.) sich ergebenden Ausdrücke von u, r sind 
weit complicirter als die soeben abgeleiteten; die Identität beider möchte 
äberdiess wohl auf anderem Wege nicht in der Kürze nachzuweisen sein. 

IV. 

Ich füge noch die Lösungen für vier der einfachsten Fälle in ihrer 
einfachsteh Specialform bei. Durch l, m, n seien die cos. der Richtungs- 
winkel der FoUinie bezeichnet. 

1) Ist ^' = 0, so ist wie bekannt 

II = cosT, r = sin r, ip = 0, 

ii' = — sinr^ o' = cosr, ir' ~ 0, 

/ ^0, m = 0, H r= 1. 

2) Ist &' = igl constant, so geht Gleichung (5.) über in 

«"'cosU+ii' - 0. 
Bestimmt man den constanten Factor des Integrals gemäss Gleichung (3.), 
80 ergiebt sich: 

u = cositcos — r-» « ^cosAsin — v-, ir^^sinA., 

, T 
i r-, f> == COS 5r 

\ r- , m = — SJfl i Slii — Y 

3) Setst man w= — , so ergieht sich die Relation: 

T^ + d^ = a*-l, 
welche erf&llt wird durch die Werthe: 
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tf' = — sin — 5-9 ^' = ^ös — r • w?' — 0, 

/ =:— sinilcos — r^ m = — sinisin — r^ » — cosA. 

AAS J 7 t*t\0 1 ^ 
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und man findet nach der im vorigen Abschnitte beschriebenen Methode leicht 
folgende Ausdrücke: 

u = — sinaJlsinit+cosa^cos^. 
i> = cosaAsinA+sinaJtcosA. 

u> = - smA, 

,^ = _ VEEl Sinai, ©' = ^^^^ cosöA, «' = -, 
/ = — sin ceX cos l — cosak sin^ , 

« = cosaicosA^-sinaAsinA. 

a 

« =^^ cosA. 

a 

4) SetÄt man £ü=t/^, so wird 
daher 

U =COSTCOS-o-, « = SmTCOSy, IP = Smy, 

O, Ob 

u' =— SinTCOSy—COSTSin^y, 

«' =cosTcos-o-— sinrsin*-^, 

. & & 
w ^smycos-g-, 

l =^smT— cosTcos-^-jsm-g-, 
m =— (^cosT+smTCOSyjsmy, 

n =cos-K- 

V. 

Geometrisch lässt sich das Problem auf folgende Weise reduciren. 
Beschreibt man mit der Linieneinheit als Radius eine Kugel um den Anfangs- 
punkt der Coordinaten, und zieht mit der Tangente der Curve einerseits mit 
ihrer PoPinie andererseits zwei parallele Radien, so beschreiben diese auf der 
KugelflAche zwei Curven. die einander parallel sind, weil der laufende Punkt 
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einer jeden auf der entoprecbenden Normalebene der anderen Megl. Durch 
Yertauschung von Krümmung^ und Torsion der Urcurve geht die eine jener 
sphärischen Curven in die andere Ober. Es wird hinreichen, die Beziehung 
der ersten zur Urcurve zu untersuchen. 

Unterscheidet man die Elemente dieser sphärischen Curve durch den 
Index 1^ so ^ind ihre Gleichungen: 

^1 = «^ yi = ^y «1 = ^y 
dies differentürt giebt: 

Ui dsi = u' dr^ ©1 dsi = r' 6r^ Wi dsi = ip' dr. 

Durch Bildung der Quadratsumme zeigt sich, dass 

(8.) ' 



Ui=^Uy <>i = e, Wi = w 
ist. Eine zweite Differentiation ergiebt: 

u'idri = (/tgA— ii)ÖT, 
nebst zwei analogen Gleichungen, aus deren Quadratsumme erhellt, dass 

cosAdri = dxy 



^ '^ I «1 = /sin X — II cos A, etc. 
und eine dritte Differentiation mit Zuziehung der Gleichungen (9.) giebt 

'i^i— «1 = ^'(/cosi+ttsini)cosi— »', 
oder nach den Gleichungen (8.) 

/^^; = X'{lcosk+usinl)cosly 
nebst zwei analogen Gleichungen, deren Quadratsumme ergiebt 

&[ = A'cosA, 
oder nach Gleichung (9.) ^^^ _ ^. 

Femer fässt sich Gleichung (9.) auch schreiben; 

s'i = cos^, 
welche Grösse den Krümmungsradius der sphärischen Curve ausdruckt. 

Es hat sich ergeben, dass der Bogen der sphärischen Curve den 
Krflmmungswinkel, ihr Krümmungsradius den Cosinus der Krümmungsbreile, 
und ihr Torsionswinkel die Krümmungsbreite der Urcurve selbst darslelll. Ist 
nun & mithin auch X = arctg^' 

in T gegeben, so ist auch der Krümmungsradius der sphärischen Curve als 
Function ihres Bogens bekannt. Die anfänglich gestellte Aufgabe ist demnach 
auf die zurückgeführt: eine sphärische Curve aus der Relation zwischen 
Krümmung und Bogen zu berechnen. 

Berlin, den 5'"" Januar 1861. 

— — ~- 24* 
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Note surMes cubiques gauches. 

(Par M. L. Cremona k Bologne.) 



Une cubique gauche est determinee par six conditions. Je me pro- 
pose, dans cette Note, de construire une cubiqne gauche, lorsque les condiüons 
donnees consistent en des points par lesquels eile doit passer, ou en des 
droites qui doivent rencontrer deux fois la courbe. 

A cause de la reciprocite de ces courbes, on pourra en döduire la 
construction de la cubique gauche, si Ton donne des plans osculateurs ou des 
droites intersections de deux plans osculateurs. 

Probleme 1 *'. Construire la cubique gauche qm passe par six points donnes. 

Ce Probleme a ete deja r^solu, de differentes manieres, par MM. Seyde^ 
witi*) et Chmles^*). 

Probleme 2''.. Construire la cubique gauche qui passe par cinq points 
donn^y et qui rencontre deux fois une droue donnee. 

La courbo, dont il s'agit, est Tintersection des deux cönes (de second 
degre) qui contiennenl les points donnes et la droite donnee. Le probleme 
de construire les sommets de ces cönes (ce qui suf&t pour reduire la question 
actuelle a la precedente) a ete r^solu par M. J/ew-^***). 

Probleme 3"". Construire la cubiqus gauche qui passe par quatre points 
donnis et qui rencontre deux fois deux droites donnies. 

Si par les points et par les droites donnees on peut faire passer un 
hyperboloide, le probleme est indetermine; car il y a un nombre infini de 
cubiques gauches situees sur im hyperboloide donne et passant par quatre 
points fixes de cette surface. . Dans le cas contraire, fi y a impossibilit^. 

Probleme 4^. Construire la courbe gauche qui passe par trois points 
donnis a, by c et qui coupt deux fois trois droites donnees A, B, C. 

Les droites A, B et les points a, b, c determinent un hyperboloide /; 
de möme, les droites A, C avec les points a, by c donnent un autre hyper- 
boloide J; et la courbe demandee est riniersection de ces deux hyperboloides. 
On peut la construire par points, de la maniere qui suit. Soient p', q, r' les 
poims oü B rencontre les plans A{a,byC)\ ei soient p, q, r\%^ points que 
les droites ap\ hq\ er* marquent sur A, Les paires de points p, p'; q, q; r, r' 

*) Archw der Mathematik und Physik, X. Theil S. 208. 

**) Comptes rendus de VAcad^ie des sciences (Institut de France); 10 aoüt 1857* 
*^) Journal für die reine und ang. Mathematik, XXVI. Band, S. 147. 
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determinent, sur A^ B^ deux divisions honiographiques ; et les droiles qui en 
joignent les points correspondans sonl des generairices de Thyperboloide /. — 
De mdme, les points 0, b, c donnent lieu a deux divisions houiographiques 
sur A, C; et les droites qui en joignent les points homologues appartiennent 
a Thyperboloide J. 

Menons par A un plan quelconque qui rencontre B en m* et C en fi!'. 
Soient: m le point de ^ qui correspond a m'; et n le point de A qui cor- 
respond a »". Le point ou se coupeut les droites mm\ nn* appartient övidemment 
a la cubique gauche demandee. 

Probleme 5*. Construire la cubique gauche qui passe par deux points 
donnes Oy o' et qui sapptiie deux fois sur quatre droites fixes A, B^ C^ D. 

Prenons les points o. d comme cenlres de deux faisceaux homog^aphiques^ 
en .nenant quatre paires de plans homologues par les quatre droites donnees^ 
respectivement. Tout plan passant par 00' conüent deux rayons correspondans; 
le point de leur intersection est sur la courbe demandee 

Autrement. Soit / fhyperboloide qui passe par la cubique gauche 
et par les droites A^ B; et soit J Thyperboloide contenant la cubique et les 
droites C^ D. Les hyperboloides /^ / auront necessairement une generatrice 
commune, que nous allons determiner. Les deux plans oA^ oB s'entrecoupent 
suivant une droite generatrice de /; et Tintersection des plans oC^ oD est une 
generatrice de J. Soit P le plan de ces deux generatrices. De mdme, on 
deduit un plan P\ du point ; et il est bien evident que la droite, qu^on 
cherche a determiner, est Tintersection des plans P^ P\ Ensuite, on construit 
la cubique gauche. par points, au moyen d'un plan mobile autour de PP'. 

Probleme 6^. Construire la cubique gauche qui passe par un point o 
et qui s'appuie sur dnq droites donnies A, B, C, D, E*). 

Prenons un point 0' sur E, et supposons qu'on cherche a construire 
la cubique gauche qui passe par 0, 0' et qui est coupee deux fois par les 
droites A, B, C, D. Dans ce but (prob. 5% deuxieme Solution), je con9ois 
les deux droites, dont Tune est Tintersection des plans oA, oB et Tautre est 
Tintersection des plans oC, oD; ces deux droites determinent un plan (fixe) P. 
De möme, on obtient un plan (variable avec 0') F determine par deux droites, 
dont Tune est Tintersection des plans o'A, o'B, et Tautre est Tinlersection des 
plans o'C et o'D. 

*) J^ai donnd autre part (tome LVIII de ce jouroal) la construction d'une dea 
cubiques gauches (en nombre infini) qui s'appuient sur cinq droites donn^es. 
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Le plan P' est tangent aux hyperboloides ABE et CDE, qui ont la droite 
commune E; donc, si o' parcourt E, le plan P' oscule une cubique gauche K, dont 
les plans osculateurs sont les plans tangens communs aux hyperboloides nommes. 

La droite PP' avec A, B determine un hyperboloide contenant la cubique 
gauche qui doit passer par o^ o' et s'appuier deux fois sur A, B, C, D. Donc, 
si' Ton veut obtenir la cubique gauche qui passe par o et s'appuie deux fois 
sur Ay By Cy Dy E, \l faut chercher dans le plan P une droite L qui soit 
Tintersection de deux plans osculateurs de K; ces plans marqueront sur E 
deux points de la courbe demandee. Ainsi, notre probleme depend de cet 
autre, qui admet (comme on le sait bien) toujours une seule Solution: 

TroueeTy dans le plan P, la droite L qui est Vintersection de deux 
plans osculateurs de la cubique gauche K, c'est-ä-dire Vintersection de deux 
plans tangens communs aux hyperboloides ABE, CDE. 

CommenQons par construire un plan osculateur quelconque de K. ü suffit 
de mener par un point quelconque de E deux droites, dont Tune rencontre A^ B 
et Tautre rencontre C^ D. Le plan de ces deux droites est evidemment tangent 
aux deux hyperboloides, et, par consequent, il est osculateur de la courbe K. 

Je suppose qu'on ait construit^ de cette maniere, cinq plans osculateurs 
a, ß, y, J, « de K. Cela pose, on doit chercher, dans le plan P, une droite 
L teile, que le Systeme de points L(a, ß^ y^ 8y e) soit homographique au Systeme 
E{a,ß,Yy d,e). Concevons la conique qui est tangente aux quatre droites 
P(«, /3, y, (J) et capable du rapport anharmonique £(«, /9, y, <?); et concevons 
Tautre conique qui est tangente aux droites Pict^ß^y^s) et capable du rapport 
anharmonique E(a,ß,y,€). Ces coniques, inscrites au mdme triangle forme 
par les droites Pi^t^ß^y^ auront une quatrieme tangente commune, qu'on sait 
construire, par la seule regle, sans recourir au irace actuel des coniques. Cette 
quatrieme tangente commune est evidemment la droite L qu'on demandait. 

Observons, eufin, que les points -4 (a^/y,y,...), J? («,/?, y,...) forment deux 
divisions homographiques; donc les plans menes part^es points et par la droite 
L forment, autour de celle-ci, deux faisceaux homographiques. Les plans doubles 
de ces faisceaux sont les plans osculateurs de K qui resolvent le probleme 6*". 

Probleme 7^. Construire la cubique gauche qui s^appuie deux fois sur 
six droites donnees Ay B^ C, D, E, F. 

Je suppose d'abord qu'on demande de construire la cubique gauche 
appuiee sur les droites A^ B, C, D, E et passant par un point quelconque o 
de F. Menons par o la droite qui s'appuie sur A, B; et la droite qui s^appuie 
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rar Cy D; ces deux droites d^terminent un plan P. Ce plan P contient une 
droite qui est rintersection de deux plans tangens communs aux hyperboloides 
ABEy CDE (prob. 6^); ces deux plans tangens marquent sur E deux points de 
la cubique qui doit couper deux fois les ^inq droites A, ... E ei passer par o. 

Si Ton fait yarier o sur F, le plan P enveloppe la developpable formee 
par les plans tang^ens communs aux hyperboloides ABF, CDF. Soit H la 
cubique gauche aröte de rebroussement (courbe cuspidale) de cette developpable; 
de mdme, soit K la cubique gauche oscuUe par les plans tangens communs 
aux hyperboloides ABE, CDE. 

Cela pos6, il faut trouver une droite L qui soit Tintersection de deux 
plans osculateurs de H et de deux plans osculateurs de K. Ces derniers plans 
rencontrent E en deux points; les plans osculateurs de H determinent sur F 
deux autres points. Ces quatre points appartiennent a la cubique gauche 
demandee dans le probleme 7*. 

La question: traueer une droite qui soit rintersection de deux phns 
OMCulateurs de H et de deux plans osculateurs de K admet, en general, dix 
Solutions. Mais ici il faut en rejeter quatre, qui r^pondent aux droites A, B^ 
C, D. En effet, soit o Tun des points oü la cubique demandee coupe la 
droite F; si le plan osculateur mene du point o a la courbe H devait con- 
tenir, par exemple, la droite A, il faudrait que o apparttnt a Thyperboloide 
ACDy et par consequent il faudrait que cette surface passftt par la cubique 
demandee. Ce qui est generalement impossible, car. si un hyperboloide doit 
passer par une cubique gauche et par deux cordes de cette courbe, Thyperboloide 
est completement determine: donc il ne contiendra pas une troisieme corde 
donnee ä priori. Et si les droites A, Cy D appartenaient a un mdme hyperboloide 
passant par la cubique gauche, celle-ci devrait conteuir les six points oü Thyper*- 
boloide est perce par les droites By Ey F; ce qui est encore impossible, car 
une cubique gauche situee sur un hyperboloide donne ä priori est determinee 
par cinq points de cette surface. 

Concluons donc que notre probleme admet au plus six Solutions. 

J'ai afQrme qu'il y a dix droites, dont chacune est Tintersection de 
deux plans osculateurs de H et de deux plans osculateurs ie K. Je justifierai 
a present cette assertion-^ ou plutöt, je demontrerai le theoreme correlatif: 

Deux cubiques gauche-s J7, K qui nont pas de points communs^ admettent 
dix eordes communes, (J'appelle corde commune toute droite qui coupe en 
deux points reels ou imaginaires chacune des deux cubiques.) 
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Supposons que la cubique gauche K soit le Systeme d une conique plane 
C et d'une droite R ayant un point commun avec C. Les cordes de la cubique 
gauche H qui rencontrent R forment une surface du quatrieme ordre ^ pour 
laquelle R est une droite simple, et H est une courbe double (de striction). 
Cette surface est rencontree par la conique C en sept points, en faisant 
abstraction du point oü R s'appuie sur C. Donc il y a sept droites qui ren- 
contrent deux fois H, une fois R et une fois C. 

La cubique gauche H est coupee par le plan de C en trois points, qui 
joints deux a deux donnent trois cordes de H. Donc U y a trois droites qui 
rencontrent deux fois H et deux fois C, 

II y a donc dix droites qui rencontrent deux fois H et deux fois le 
Systeme C+R. J'en cohclus que le theoreme est vrai aussi pour deux cubiques 
gauehes, proprement dites, H, K. 

Si les cubiques gauehes H, K ont un point commun. il y a quatre 
cordes communes qui passent par ce poini. 

Si H^ K ont deux points communs a, 6 la droite ah est une corde 
commune; en outre, par chacun de ces points passent trois cordes communes. 

SiHyKoxA trois points communs a, b, c les droites bc, ca, ab sont des cordes 
communes; en outre, par chacun de ces points passent deux cordes communes. 

Enfin, si H, K ont quatre points communs, les six droites qui les joignenl 
deux a deux sont des cordes communes; de plus, par chacun de ces points 
passe une quatrieme corde commune. Les cubiques u'ont pas, en generale 
d^autres cordes communes. Mais s'il y avait encore une autre corde commune, 
il y en aurait un nombre infinit car dans ce cas les deux courbes gauehes 
aeraient situees sur la surface d'un mdme hyperboloide. 

Concluons donc que^ si deux cubiques gauehes, non situees sur un 
mdme hyperboloide, ont 1,2, 3^ 4 points communs, il y a 6, 3, 1, cordes 
communes qui ne passent pas par ces points. 

On demontre aisement aussi le theoreme general: 

Etant donnees deux eourbes gauehes des ordrcs m , m\ avec a, a pomis 
daubles appareus*), respectivement ^ le nombre total des cordes communes ä 

ces courbes est, en giniraly ^ — 4 '""" ^ 4-aa'. Et si les courbes donnees 

ont r points communs, le nombre des cordes commmnes qui ne passent pas par 

ees points est ^ ^ — j^ l^aa^Ji— — l. 

Bologne, le 24 juin 1861. 

^) Si par un pöint quelconqne dans Teapace on peut mener a droites qui reo- 
contrent deux fois une courbe gauche donn^e, on dit, d'apr&s MM. Cbyl^ et Saimon, 
que cette courbe a un nombre a de points doubles apparens. 
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lieber das Pfaffhfihe Problem. 

Erste Abhandlang. 

(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 



Jacobi hat mehrfach darauf hingewiesen, dass die bisherige Methode, 
durch welche man das Pfaffsche Problem zu lösen pflegt, unnödiige Integrationen 
erfordere, und durch eine andere zu ersetzen sei; als ein Bdil^piel dieser 
neuen Methode ist der Fall eines viergliedrigen Differentialausdruckes im 
29'^^" Bande dieses Journals p. 253 (Math. W. Th. I, p. 157) andeutungsweise 
behandelt worden. Aus jener Andeutung geht herror, dass wenigstens die 
allgemeine Idee dieser Methode bereits damals Jacobi vor Augen gestan- 
den habe. 

Inzwischen ist weder in seinen spfiteren Publicationen noch in seinen 
nachgelassenen Papieren etwas fiber diesen Gegenstand vorhanden; und man 
darf daher wohl annehmen, dass Jacobi niemals Zeit oder Grelegenheit ge- 
wonnen habe, das gedachte Problem ausfQhrlich und eingehend zu behandeln. 
Auch die grosse Abhandlung, welche in den vorangehenden Heften dieses 
Journals aus seinem Nachlasse erschienen ist, giebt nur in Bezug auf die 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung jene neue Methode, welche 
die wahre Verallgemeinerung der Untersuchungen Lagranges entbAlt; nichts 
hingegen fiber das verwandte Problem, als dessen speciellen Fall Pfaff die 
Integration jener Gleichungen betrachten gelehrt hat. Indessen zeigt eine 
genauere Betrachtung, dass in der That die Jacobische Methode zur Integration 
der partiellen Differentialgleichungen auf das Pfaff'sclie Problem ganz genau 
Anwendung findet, und zwar ohne Beschrftnkung oder Erweiterung der Kunst- 
griffe, welche bei dem ersteren Probleme zum Ziele fikhren. 

Die Ausdehnung dieser Methode auf das Pfaff^sehe Problem in seiner 
ganzen Allgemeinheit und in allen seinen möglichen Fftllen ist der Gegenstand 
der vorliegenden Abhandlung. Diese Anwendung erscheint sofort als mög- 

Joamal fflr Mathematik Bd. LX. Heft 8. 25 
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lieh, sobald man die Idee festhält, dass ein Differentialausdruck von 2» Glie- 
dern, der durch n Gleichungen integrirt wird, mit Hülfe irgend einer jener 
Gleichungen in einen anderen Yon 2it— 1 Gliedern übergefährt werden kann, 
welcher durch u— 1 Gleichungen integrirbar ist; dieser durch eine dieser 
n— 1 Gleichungen in einen dritten mit 2n — 2 Verftnderlicben , der durch 
11—2 Gleichungen integrirt werden kann, u. s. w. Aber allerdings schien es 
zunächst der verwickelten Gleichungen wegen sehr schwierig, sich eine genaue 
Vorstellung aller dieser Vorgänge in ihrem Zusammenhange zu bilden, und 
die yerschiedenen Gleichungen anzugeben, von welchen die successive zu 
findenden Integrale abhängen. Dieser Schwierigkeit wurde dadurch begegnet, 
dass man sich immer den gegebenen Differenlialausdruck zuerst auf eine be- 
stimmte Weise in die gesuchte Form gebracht denkt, sodann irgend eine 
andere Lösung der Aufgabe zunächst in dieser speciellen Form begründet, 
und von dieser erst wieder zu dem gegebenen Differentialausdruck zurück- 
kehrt. Hiedurch ist man der Mühe überhoben, directe Nachweise zu führen, 
welche auf sehr verwickelte algebraische Betrachtungen führen, und allerdings 
ihrerseits ein hohes Interesse haben. 

Es zeigt sich, dass die möglichen Fälle des Pfaffschen Problems sich 
in zwei grosse Klassen sondern, welche beide auf die Form 

führen, doch mit dem Unterschiede, dass in der ersten Klasse die Functio- 
nen Fy f in gewisser. Weise bestimmt sind, während in der zweiten eine 
derselben willkürlich gewählt werden kann; wie man denn das Problem im 
letzteren Falle auch dahin definiren kann, dass der gegebene Differentialaus- 
druck die Gestalt 

annehmen soll. Die Probleme der ersten Klasse treten im Allgemeinen bei 
einer geraden, die der zweiten bei einer ungeraden Anzahl von Veränder- 
lichen ein. 

Die §§. 1—7 geben die Integrationsmethode für die erste Klasse von 
Problemen; §§. 8—11 geben zwei verschiedene Methoden für die zweite 
Klasse, deren jede unter geeigneten Umständen Vorzüge besitzt. .Diese 
Klasse von Problemen ist noch nie allgemein behandelt worden; und ist 
namentlich die erste dieser beiden Methoden durchaus auf ganz veränderte 
Anschauungen gegründet. 
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In diesen §§. sind die Wege angegeben, die Integrale des Pfafschen 
Problems successive zu finden, und zwar so, dass jede gefundene Gleichung 
zur Transformation des DiiTerentiaiausdruckes benutzt wird, ehe zur Aufsuchung 
der nächstfolgenden übergegangen wird. 

In den folgenden §§. ist nur auf den Fall eingegangen, wo ein Aus- 
druck mit 2n Veränderlichen durch n Gleichungen integrirt wird- Aus der 
in den ersten Paragraphen gegebenen Methode wird ein sehr merkwürdiges 
System von Gleichungen entwickelt, ' ^ ' Gleichungen enthaltend, welches 
die n Integrale des P fa ff^schen Problems gleichzeitig definirt, ohne also dass 
die Kenntniss eines Integrals zur Kenntniss der Gleichungen nothwendig ist, 

ft n I i 

von denen das folgende abhängt. Diese * ^ Gleichungen kommen auf 
zwei Formen zurück; die eine Form, welche n dieser Gleichungen zukommt 
und welche nur je eine der unbekannten Functionen enthält, entspricht dem 
ersten P/o^schen System ; die anderen ' Z~ Gleichungen haben sämmtlich 
gleiche Form, und jede enthält zwei der gesuchten Functionen. Bezeichnet 
man also irgend zwei dieser Functionen durch fT/^ H^, so ist dies System 
durch lineare partielle Differentialgleichungen dargestellt, die man durch die 
Symbole 

(#,) = o, (tf,) = o, [ä;.,^,] = o 

ausdrücken kann. 

Diese Gleichungen haben höchst interessante Eigenschaften. Denn ver- 
möge gewisser identischer Beziehungen kann man das Poissön- Jacobische 
Theorem auf dieselben ausdehnen; es besitzt jede Gleichung 

(y) = 

die Eigenschaft, dass aus irgend drei ihrer Lösungen im Allgemeinen die 
übrigen durch blosse Differentiation abgeleitet werden können; ebenso kann 
man, wenn in der Gleichung 

tp eine beliebig gegebene Function ist, aus zwei Integralen dieser Gleichung 
im Allgemeinen alle übrigen zusammensetzen; wie dies bei den dynamischen 
Gleichungen eintritt, welche als specieller Fall sowohl der ersten als der letz- 
teren Gleichungen zu betrachten sind. 

EinTheil der hier mitgetheilten Resultate findet sich in der Abhandlung 
des Herrn Nataniy dieses Journal Bd. 58, p. 301 etc. angebahnt. So ist namentlich 

25» 
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iSii Au%Af!\tmm% 4t% Pm$$4mHhem SsUes niKcraie dort catfcattcB« wem ndb 
fn «rfner Fom« weldbi^ 4m Wesen 4er Secfce aickt ToDkoHSM erkeoneR 
JiMt. ««i Sfcfcl fs 4er A w §4 ek wmmg. m^tke iks üb Fd^esJea gegeben 
fit, BkeMO fndef Ben 4ef JmeobhAe Frintif^ ien gegebenen Differeniial- 
•Hfdnirb 4nrdi 4ie gefangenen Integrale m redncir^. 4orl angewadt. Da 
alNfr nicht gezeigt worden ist wie «an ti» den anftrelendcn jjamffnngn Systenen 
partieller Diferentialgleielunigen ein Integral fnden kAnne. so Bnaate a. a. 0. 
die Methode nothwendig ohne AbscblnM bleiben. Da anaaerdoM die Art der 
Darstellaog ond die ?iatvr der Beweise bier «ne ganx andere ist wie in der 
Abhandiong des Herrn Nmtam, so schien es dem V^asser angemessen, neben 
vielem Neuen aach dasjenige nicht zu fibergeben, wofbr sich dort An- 
knOpfbngsponkte finden, nm dadnrcb nicht der ganzen Darsteüimg Deutlichkeit 
nnd Zusammenhang zu rauben. 

ZarückfübruDg zweier Löfongen des Ffafwchea Problems auf einander. 

Es sei 

(1.) Xiäxi-i- X2dx2-{ rX^»dx2» 

der gegebene Diferentialausdnick, in welchem X^, Ji[^, . . . X,. irgend welche 
Functionen von Xi^ X2^ .. . x^ bedeuten. Das Pfa/ßche Problem besteht 
darin, diesem Ausdruck die Gestalt zu geben: 

(2.) F,df,+F,df,+'^^+F.är., 
wo die F und f wiederum Functionen der x sind. Dies ist auf mehr als 
eine Art möglich; so aber dass die verschiedenen Lösungen des Problems 
aus einander abgeleitet werden können. Ich nehme an, ein Ausdruck (2.) sei 
gefunden; man soll zunftchst aus diesem einen anderen bilden 

(3.) *id9^i + *arf<^+--+**rfy«. 
welcher jenem gleich wird, und also eine neue Lösung des Problems an- 
giebt. Betrachtet man dann in der Gleichung 

die F und f als die unabhängigen Veränderlichen, so löst sich diese Glei- 
chung in die folgenden auf: 
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deren jede n verschiedene Gleichungen darstellt. Aus der letzten derselben 
folgt durch Elimination der 0: 

oder durch Integration: 

(5.) = n{(p,, (p2, . . . y., /i, A, . . . /;), 
durch IT eine willkttrliche Function bezeichnet. Die Differentjation dieser 
Gleichung nach Fi giebt dann 

;7>..^+/7>.|^+...+i7V,.|^ = 0, 

und die Vergleichung mit der zweiten Gleichung (4.) zeigt dann, dass 
(6.) *, = ii7'y„ *, = i/7>„ . . . *.= A77V., 

wo l ein unbestimmter Factor ist. Endlich giebt die erste Gleichung (4.) 
hienach sofort: 

F, = l(ff>..-|.+ A7>,.^+...+Vrv..-|L), 

oder weil nach (5.) 

77>..^+fl"^.-^+...+/7V.-^+i7'/i = 
wird: 

(7.) F, = -xn'f,, F2==-iny,, ... F^^-^in'f,. 

Die Gleichungen (5.), (6.), (7.) stellen die allgemeinste Lösung des Problems 

dar, insofern die Gleichungen (5.), (7.) es gestatten, nachdem man einmal die 

willkarliche Function /7 irgendwie bestimmt hat, die Grössen ^i^ 9>2, ... 9>», i 

durch die F^ f auszudräcken. Die Gleichnngen (6.) liefern dann die 4^ 

ohne Weiteres. 

Es könnte allgemeiner scheinen, wenn man nicht blos die Determinante 

^^ d(fii Sg>^ S^n 

^ dF, dF^ '"' dFn 

verschwinden Hesse, sondern auch ihre Unterdeterminanten bis zu einer ge- 
wissen Ordnung. Dann wfirde man zwischen den (p. und f nicht eine Glei- 
chung, sondern eine gewisse Zahl von Gleichungen 

iT, = o, /72 = o, ... /z;, = o 

anzunehmen haben; und für die F, 4» würden sich dann die Ausdrücke ergeben: 

Fi = -hnifi-^i^mfi x^ir^f,. 
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Aber in Wirklichkeil ist dies nur ein specieller Fall des Torigen; denn setzt 
man in dem früheren 

wo die l Functionen der ^ (p bedeuten, so wird 

Nimmt man nun an, dass statt der Gleichung 77 = die Gleichungen 

77^ = 0, i72 = o, ... /z;. = o 

gleichzeitig bestehen, so gehen diese Gleichungen in die obigen über, welche 
demnach aus dem ersten Fall abgeleitet sind. 

Wenn man aus den Gleichungen (5.) und (7.) die Grössen ^i, ^29 • • • y«-i 
und l eliminirl, so gelangt man zuletzt zu einer Gleichung, der man die Form 
geben kann: 

und zwar ist yj eine ganz willkürliche Function, da 77 oben eine willkürliche 
Function war. 

Dies Resultat ist sehr bekannt. Da es aber als Grundlage des fol- 
genden dienen wird, so schien es passend, dasselbe durch einfache Betrach- 
tungen von Neuem abzuleiten. 

Ich bemerke nur, dass eben diese Betrachtungen offenbar noch gelten, 
wenn zwischen den Functionen X solche Beziehungen obwalten, dass man 
dem Ausdruck (1.) die Gestalt geben kann: 

F,dn+F,df,+-'+F^dr^, 

wo m<Cn. Auch dann wird in der allgemeinsten Form 

dieses Ausdrucks die Function <p^ eine willkürliche Function der Grössen 

ff f ^i J?L ^«»-1 

/19 /29 • • • /m9 f ^ p ^ ' * * p 



sein, welche einer speciellen Lösung angehören. 
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§. 2. 

Successive Lösung des Pfaffschen Problems. 

Liegt der Ausdruck (1.) vor, so vidrd man also znnfichst den allge- 
meiBsten Ausdruck von (p^ suchen können, 

Hat man aber einen besonderen Ausdruck dieser Art gefunden, dem ein spe- 
cieller Werlh von 77 entspricht, so kann man 

(p^ = Const. 

als ein Integral des Pfaffißchen Problems betrachten, und die Aufsuchung von 
9i, 929 ••• 9>ii>-i dadurch anbahnen, dass man aus dem Ausdrucke (1.) eine 
der Veränderlichen eliminirt; wodurch denn dieser in einen Ausdruck mit 
2»~1 Veränderlichen übergeht, der aber die Eigenschaft besitzt, durch n— 1 
Gleichungen integrirt, d. h. in die Gestalt 

(8.) F['VA<'>+Ffrf/'f+...+F:!?,rf/;f!?, 

gebracht werden zu können. 

Um diese Eigenschaft, welche von der Wahl der zu eliminirenden 
Veränderlichen offenbar unabhängig sein muss, nachzuweisen, kann man von 
der speciellen Form (2.) 

ausgehen, welche gefunden gedacht wird. Setzt man sodann die Gleichung 
q>n = Const. in die Gestalt 

und führt diesen Werth von /« in die Form (2.) ein, so erhält man: 

Diese Form enthält aber in der Klammer nur 2(»— 1) Veränderliche 

r f f ^1 ^1 F»_i 

/i9 /29 • • /— 19 -jjT-, ^, • • • -jpr-9 

und lasst sich daher nothwendig in der Form (8.) darstellen. 
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Diese Eigenschaft führt anf den Weg, den man zur einfachsten Ldsang 
des Pfaffxhen Problems einzuschlagen hat. Man denkt sich zunickst den 
gegebenen Ausdruck 

Xidxi+Xjdx2-\ \-X'i^dx^ 

in die Gestalt gebracht: 

und sucht eine beliebige Function <p^ der Grössen 

#19 h'i • • • !»'> jr ' F ' * * * F 

zu bestimmen. Eliminirt man dann mit Hülfe der Gleichung <p^ = Const. aus 
dem gegebenen Ausdruck eine der Veränderlichen, so lisst sich der Rest in 
die Form 

fiberführen. Man sucht jetzt eine beliebige Function q>^i der Grössen 

B<1) jf<l) rKl) 

/i W2 ^ • • • fnr^i ' j^i) ' j5<i) ' * * • ■]^(ir 

ZU bestimmen, und eliminirt mit Hülfe der Gleichung 9^1 = Const. wiederum 
eine der Yerfinderlichen aus dem gegebenen Ausdruck, der alsdann noch 
2ii— 2 Verinderliche enthfilt, aber durch n— 2 Gleichungen integrirbar wird, 
d. h. der sich auf die Form bringen lässt: 

Man sucht femer eine Function 9^2 der Grössen 

B<2) J5<2) «(2) 

/l 1/2 » • • • /»-29 j5<2i 9 ^2) 9 • • • «(2) » 

eliminirt mit Hülfe von q>^^ = Const. abermals eine der Yerfinderlichen aus 
dem gegebenen Ausdruck, und ffihrt in dieser Weise fort, bis man in dem 
Ausdruck nur noch fi+1 Yerfinderliche übrig behält. Den gegebenen Aus- 
druck, auf diese Weise reducirt, kann man sich dann immer in die Form 
gebracht denken 

ncht man nun eine beliebige Function <pi von fl"^^^ zu bestimmen, so hat 
man eine Reihe von Functionen 



Vm ^2, • . y. 



ny 
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welche 9 Constanten gleich gesetzt, die Integrale des vorliegenden Problems 
bilden, d. h. welche es erlauben, den gegebenen Ausdmck in der Form 

darzustellen. 

Denkt man sich die Functionen (pi^ (^29 • • • Vn gefunden, so sind 
während der soeben beschriebenen Operationen die Veränderlichen x in fol- 
genden Beziehungen zu betrachten: 

1. Ans ip^ = Const., x^^ als Function von Xi, ^2, ... Xi^,^^^ ^2»-29 ^hn-^* 

2. Aus ip^i = Const., ara,,..! als Function von a?i, a?2, ... x^n^^ x^n^i- 

3. Aus 9),_2 = Const. , x^n^i nls Function von Xi^ X2^ ... a?2«-3« 

u. s. w. 
n-l. Aus 92 = Const. , x^^^ als Function von a?!, Xi^ ... x^+i. 

Setzt man in. diesem Sinne: 

-A| — -A; i g-- — A.2«^t9 t — 1, <C, ... ^11 — «9 

u. s. w. 

•-1. je/-« = j:r*^+^jr.V, .-=1,2, ..1.+1, 

so hat man dem Vorgebenden gemäss , sich folgende identische Gleicbangen 
zo denken: 

j u. s. w. 

upd aus diesen identischen Gleichungen die Bestimmungsweise folgender Functio- 
nen aufzusuchen: 
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(10 



) /y^i = /7^//*\/;f*\.../ii\, -j^ 



Ich werde nun zeigen, wie dieselbe aus den Gleichungen (9.) einfach her- 
vorgeht. 

§. 3. 

Partielle Differentialgleichung, der jedes einaelne Int^ral des Pfafschea Problems 

genttgty in dem Falle, wo ein 2iigliedriger Differential- Aindmck sich in determinirter 

Weise auf einen iigliedrigen bringen Iftsst. 

Um die zu befolgende Methode deutlicher ans Licht treten zu lassen, 
wird es gut sein, zunächst die Aufsuchung von q>^ besonders zu behandeln, 
welche auf das bekannte erste Pfaffsche System füirt. 

Wenn man in der ersten der Gleichungen (9.) die x als die unab- 
hfingigen Veränderlichen ansieht, so löst dasselbe sich in ein System auf, 
welches durch folgende Gleichung reprSsentirt wird: 

(11.) X. = F.^+f,^+...+F.^. 

Atfs dieser Gleichung aber ergiebt sich sofort folgende: 

(12.) 



** dxk dxi dxk dxi dxt dxi '"* ' Qxt dxi 



^^ML^^iL an ö^ 

dxi dxk dxi dxk * dxi dxk^ 

Man kann jetzt offenbar immer solche Grössen «i, a,, . . . j^» be- 
stimmen, welche den Gleichungen genflgen: 

1-^1 = * <*U*2 +031*3 H f-«2isl*i«9 

\Xi = HijÄl + ♦ +»32 »3 +'--+fl2»,2«2»9 
(13.) ( ^3 = «u»! +023*2 + * + — + Ö2»,3»2., 



-Xji. = «l,2«*l+ff2,2..»2 + Ö3^2H«3 + '" * 

Mit Hülfe der tileichungen (11.)? (1^0 nehmen aber diese die Gestalt an 
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Diese Gleichimg stellt 2» verschiedene vor, welche in Bezog auf die 2n Aus- 
drucke 

linear sind und zwar so, dass die Determinante ihrer Coef&cienten 

— ^x^ ax, aa^ 3«^! aa?,+j " * axi, 

wird. Wenn also diese Determinante nicht verschwindet, so Idsen sich die 
obigen 2n Gleichungen in die folgenden auf: 

Was die fragliche Determinante betriSl, so ist leicht zu entscheiden, ob sie 
verschwindet oder nicht. Denn man kann J auch in der Form darstellen: 

Multiplicirt man diese Form mit der vorigen, so erhält man nach einem be- 
kannten Satze, den bereits Herr Briotchi in dieser Art angewandt hat, eine 
Determinante, deren Elemente die Grössen 

dxi^ dx* dx^ dXf dx. dXf^ dx, dx^^ ** 

sind; so dass also 

(15,) 4^ = S±anan**'/hm;im* 

So ist das Verschwinden von J auf das Verschwinden einer bekannten De- 
terminante zurflckgefflhrt. Ich nehme vorerst an, dass dieselbe nicht ver- 
schwinde. Auf den entgegengesetzten Fall komme ich weiter unten zurfick. 
Es bestehen also die Gleichungen (14.). Aus der ersten derselben 

26» 
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folgt noch: 

g Ph g Ph g Ph 



•■^+''-^+-+--^ = « 



+»,. 




^. 





Dies 9 verbunden mit den Gleichungen (14.) 9 zeigt, dass die Lösungen der 
Gleichung 

folgende sind: 

mithin ist die gesuchte' Function 97« eine beliebige Lösung dieser Gleichung. 
Dieselbe führt, wie man unmittelbar sieht, auf das erste /yn^sche System^ 
indem hiemach tp^ ein beliebiges Integral des folgenden Systems vollständiger 
Differentialgleichungen ist: 

Axi : dx^ : . . . : ^^ ^ iSi : s^ : . . . : %u* 

§. 4. 

Simultane partielle Differentialgleichungen^ die in dem Falle auftreten^ wo ein pglie- 
driger Differentialausdmck sich in determinirter Art auf einen mgliedrigen bringen 

läsat und 2m <p ist. 

Ich werde jetzt eines der anderen Systeme (9.) betrachten^ oder, all- 
gemeiner, die Aufgabe behandeln, einen Ausdruck 

(15.) Xidxi+X2dah+**^+ XpdXpj, 

zwischen dessen CoefGcienten die geeigneten Beziehungen stattfinden, auf 
die Form 

*,rfyi+*2rfy2H h^md(p^ 

zu bringen, wo 2m<Cp. Es wird geniigen, etwa die Function 9» zu finden; 
denn ist dies gelungen, so kann man mit Hälfe der Gleichung 

(pn, = Consl. 
etwa Xp eliminiren, und hat dann nach §. 2 die Aufgabe auf eine andere m- 
rflckgefAhrt, bei welcher sowohl p als m um Eins vermindert sind, welche 
aber eine ganz analoge Behandlung gestattet. 

Denken wir uns den Ausdruck (15.) auf irgend eine Weise auf die Form 
(16.) F,tf/i4-Farf/i+ ..+F^rf/: 
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gebracht, so ist (p^ eine beliebige Function von 

li'i h^ • • • Uy -fT^'^ f^'i • • • f^ ^ 

und es kommt nur darauf an, eine solche zu finden. Die Gleichsetzung der 
Ausdrflcke (15.)^ (16.) fflhrt aber zu folgenden Gleichungen: 

(17.) X. = F,.|-+F,^+...+F.-^, 
WO t die Werthe 1., 2. . . . p zu erhalten hat; und aus diesen folgt femer: 

\ '* dx^ dx. dx. dx- *" dx. dx. ■^'**"^ Qx. dx 

\ Bx. dxj^ dx- dxi^ dx- dx^ * 

Seien jetzt k^^ A^, ... ür,^ irgend 2m verschiedene Indices aus der Reihe 
1, 2, . . . p, und bestimmen wir p— 2iii4.1 Grössenreihen ' 



SO dass die erste Reihe den Gleichungen genflgt: 

(19.) r*»*. *'"*'^2A *«+-+»2M, »^ = ^*,^ 

jede der anderen Reihen, z. B. 



•l 9 *2 ^ ... »im«» 



aber einem Systeme folgender Art: 



(A) I (^) f I (^) 

«1^. «t +«2^. *2 + — + «21,», »2I» = -«2m+M.' 

f (A) i <^) I I (^) 

(20.) {"»A *' +**«^. *» +-+»a«.^. »»- = -«2«,+M,' 
MUUflIfe der Gleichnugeii (17.), (18.) verwandelt sich das erste dieser Systeme 
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in folgendes: 

WO dem Index h der Reihe nach die Werthe A|, A,, ... ik,^ beigele^ wer- 
den mOssen. Schliesst man nun, ganz wie im vorigen $., vorläufig den Fall 
ans, wo die Determinante 



^ = s+iLM....I^.4Ei-^„.. 



dF, 



'dx^ dx, dXm d^i^H-l dXm+2 BXim 

yerschwindet, so löst sich dieses System in die einfacheren Gleichungen anf : 

Aus der letzteren folgt noch, dass auch 

und man sieht daher, dass der Gleichung 

die 2m— 1 Ausdrücke 

ff f -5l. A- ... ^'— ^ 

genflgen; woraus weiter sich ergiebt, dass die allgemeine Lösung der Glei- 
chung (21.) ist: 

(22.) fp = n\fi^ ^, ••• /„ -jr|-, -jj^, ... -^, ar,,+,, 3?*,+,, ... «,)• 

In gans ähnlicher Weise geht das System (20.) mit Hülfe der Gleichungen 
(17.), (18.) Ober in: 

wo wieder ift die Werthe Aj, A^, ... A^» erhalten muss. Und wenn J nicht 



CUbseh, «6er da» Pfafscke Jhroblem, 207 

verschwindet, löst sich dieses System in das folgende auf: 

Man erkennt hieraus, dass die Gleichung 

(23.) ,l..^+.<'.;^+...+,«^+-^ = 
erfallt wird, wenn man fBr q> eine der Functionen 

/n 12^ • • • /m^ '^^ ^29 •••-'« 

einsetzt, und dass also 

die allgemeine Lösung der Gleichung (23.) ist. 

Vergleicht man nunmehr die Gleichung (22.) mit den f— 2m Glei- 
chungen, welche (24.) fOr die verschiedenen Werthe von h darstellt, so zeigt 
sich, dass es Functionen giebt, welche gleich'^eitig unter alle diese Formen 
fallen, und also simultane Lösungen der Gleichungen (21.), (23.) sind. Die- 
selben dürfen wegen der Gleichungen (24.) die x nicht mehr explicite ent- 
halten, da jede jener Gleichungen die Abwesenheit eines der x fordert, end- 
lich aber können der Gleichung (22.) wegen nur die Verhfiltnisse der F darin 
vorkommen. Die allgemeinste simultane Lösung der Gleichungen (21.), (23.) 
ist also 

Dies aber ist genau die gesuchte Function, deren Kenntniss dazu dient, den 
vorliegenden Differentialausdruck auf die nächst einfachere Form zu reduciren. 
Man hat also nichts zu thun, als irgend eine simultane Lösung der Gleichun- 
gen (21.), (23.) zu suchen. Es entsteht die Frage, wie dies bewerkstelligt 
werden kann. 

Ich bemerke zuvor, dass es offenbar gleichgültig sein muss, welche 
der Indices 1, 2, ... j9 man als A|, &2, . . . k^^ zur Bildung der z verwendet; 
so wie dass es ganz gleichgültig ist, welche der Veränderlichen man durch 
die Indices 1 , 2 , . . . 2ii> gewissermassen von den übrigen sondert. Dass 
dies wirklich so sein muss, liefert eben die Bedingungen, unter welchen der 
Ausdruck 
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in der Form 

F,dr,+F,df2 +... + F^df^ 

darstellbar ist. £s ist nach dem Vorhergehenden leicht, die Obrigens bekannte 
Form dieser Bedingungen abzuleiten; was ich um so mehr übergehen kann. 
als die Aufstellung derselben für das Folgende ohne Bedeutung ist. 

Im Vorigen ist der Fall ausgeschlossen^ in welchem J verschwindet. 
Es ist leicht zu zeigen, wie man diese Bedingung auf eine zwischen den X 
statUindende Bedingung zurückführt. Sind nämlich a^, orj? ••• (hm eine Reihe 
von 2m verschiedenen Indices aus der Reihe i^ 2^ . . . p^ und setzt man 



so ist mit Hülfe der Gleichungen (18.) nach einem bekannten Determinantensatse: 






Oq 



Wenn also J verschwindet^ so müssen alle Determinanten dieser Art ver- 
schwinden, bei denen eine Indicesreäe die Reihe 

ist, während die andere Reihe 

jede beliebige sein kamt 

S. 5. 

Eigenschaft der gefundenen simtdtanen partiellen linearen Differentialgleicliungen« 

Die Aufgabe besteht darin, eine simultane Lösung der Gleichungen 
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lu finden. Man weiss dabei im Voraus, dass es immer 2m solclier Functionen 

/M /a? • • • fmy Pl^ ^29 • • • Pm 

giebt, mit deren Hflife die allgemeinen Integrale der einseinen vorliegenden 
Gleichungen bezflglich die folgenden Gestalten annehmen: 

y = W-'*" ( A 9 A 9 • • • A»^ -'^l^ ^29 • • • ^«-M ^2«.-hn ^m4-2^ • • • ^p-J 9 ^m)' 

Unter diesen Umständen liegt es nahe, die Functionen fi^f^^ ... /»^ l^n ^2? •• Fm 
rieh als bekannt vorzustellen, und sodann als unabhängige Veränderliche in 
den obigen Gleichungen die Grössen 

#19 A9 • • • fm» Fi^ F^^ . . . F^y i^2m-t-l9 ^^^+2^ . . . Xj^ 

einzuführen. Die vorstehenden p — 2ifi+l Ausdrücke von <p werden dann 
offenbar einzeln die allgemeinen Lösungen folgender partiellen Differential- 
gleichungen, in welchen die unter den Klammern ausgeführten Differentiationen 
sich auf die neue Wahl unabhängiger Veränderlichen beziehen: 

0-- Y ^9 V ßV I dg> / dx, \ , öy / dx^ \ dtp / dx^, \ 

• ••••••••••••• 

~"\ Q(tf J'^ dxp ox^^ dxp ^*dx^^ dxp ^ ^a??»^ dxp ^ 

Diese Gleichungen müssen mit den oben angegebenen bis auf gewisse Factoren 
flbereinstimmett; und man sieht auch, dass diese Factoren fQr die letzten p'-2m 
Gleichungen uur 1 sein können, da sowohl in der neuen als in der ersten 

Form die Differentialquotienten -^-^ — , -—^ — , . . . den Coefficienten 1 

haben. Bezeichnet man für die erste Gleichung den unbekannten Factor, 
welcher beide Formen unterscheidet, durch u, so hat man demnach folgende 
fileicbungen: 
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AW1 = /.(^.(^)+^.(^)+-+n(^)). 

Bezeichnen wir jetzt durch 

denjenigen Ausdruck, welcher entsteht, indem man die Operation A^"^ auf den 
Ausdruck -4^*^[y] anwendet, oder indem man in A^'^\(p] an die Stelle von jp 
den Ausdruck A^^^[(p\ treten lässi, so erhält man Relationen, welche noth- 
wendig von der Wahl der Veränderlichen unabhängig sind, und also auch für 
die ursprünglichen Formen jener Operationen gelten müssen. Sind • und h 
Irgend welche der Indices 1, 2, ... p'-2m^ so ist immer identisch: 
(26.) ^^'^[^^»>[y]J-^^*>[^(''>[9)]J = 0. 

Durch Verbindung der ersten Operation mit einer der anderen gewinnt man 
aber die identischen Gleichungen: 

(27.) AiA^'^W\]-AnÄM\ = {^^).A[<pl 

Obgleich diese Gleichungen bereits zur Begründung der folgenden Integrations- 
methode hinreichen, so ist es doch zweckmässig, den wirklichen Werth des 
Factors fi aufzusuchen, was folgendermassen geschehen kann. 
Bezeichnet man durch D die Determinante: 

welche sich nach $. 4. in die beiden Factoren 

^ ~ ^+ ^^« ^/* ... ^f- ^^' ^^^ ... ^''- 



j^^ ^+JLiA^..._^-i^-^±. 



dF 



' "" dx, dxt dx, dxi. dx. dxx ' 

auflöst, so ergiebt «ich durch Auflösung der Gleichungen (19.) 
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oder indem man bemeilit, dass 






setzen war 



WO die erste Summe von t = bis « = 2m, die anderen beiden von 1 bis m 
in nehmen sind. Es ist aber 



S, 



^**.- d^^' 



dxg. 
unter allen Umständen gleich Null; und 



:Si 



d% edf. 



^**, 



nur von Null verschieden, wenn X — a ist, und in diesem Falle ist es gleich J". 
Die obige Gleichung nimmt also mit Uebergehnng des Factors J" die Gestalt an: 

dJ 



J.H = -^xFi 






ans welcher beiläufig die willkflrliche Indicesreihe Ati, k^y . . . k%^ ganz ver- 
schwunden ist. 

Betrachtet man nun, wie oben geschehen ist, die Grössen «i, a^, ... a^ 
als Functionen von /;, /,, ... f^, Fi, F,, ... F., und schliesst die in diesem 
Sinne genommenen Differentialquotienten in Klammern, so wird bekanntlich: 

und daher ist 

" = -('.(|')+^.(^)+-+*'-(^P)- 

midet man also jetzt den Ausdruck A[<p]y so konunt: 

27* 
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= -k.(^)+*'.(^)+-+'.(^))- 

Abs dieser Gleichung folgt, dass der im Vorigen nnbestimmt gelassene 
Factor fi den Werth —1 hat; und demnach geht die Gleichung (27.) in £e 
einfachere Gestalt über: 

(28.) AlAn<p]l-A'HAi<p]} - 0, 
eine Beziehtang, welche sich den Gleichungen (26.) vollkommen anschliesst. 

§6. 

Integration der gefundenen simultanen partiellen Differentialgleichungen. 

Jaeobi hat den Weg angegeben, auf welchem man ein gemeinsames 
Integral eines Systems von Gleichungen 

A[<p] = 0, -4<')M = 0, ^^>[y] = 0, ... 

aufzusuchen hat, sobald dieselben den Gleichungen (26.), (28.) genügen, so** 
bald es also nicht möglich ist, aus denselben durch Differentiation neue Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordqung abzuleiten. 

Zu diesem Ende sucht man zuerst ein Integral irgend einer dieser Glei- 
chungen auf. Ich will annehmen, man kenne ein Integral ip der Gleichung 

A[<p] = 0. 
Diese Gleichung wird sich im vorliegenden Falle immer deswegen zur Unter- 
suchung empfehlen, weil sie nur auf ein System von 2m— 1 gewöhnlidieii 
Differentialgleichungen fahrt, wahrend jede der anderen auf 2m Gleichungra 
fahrt. Man kann sagen, dass tff ein Integral einer Gleichung (2m— l)^^'Ord^ 
nung vorstellt, auf welche man jenes System zurfickfabren kann. 

Da auf diese Weise identisch 

Abp] = 0, 
so folgt aus (28.), dass auch: 

^[^^•>[V]] = 0, 
d. h. wenn yj eine Lösung der Gleichung A[(f>]^0 ist, so ist auch ^^^^[V^] 
eine solche; mithin auch A^^^lA^^^[y/]']^ etc. Setzen wir der Kürze wegen 

^">[V0 = r, etc. 
Da es unmöglich mehr als 3m— 1 von einander nnabhinglge Lösufen dar 



CReidumg A[^'] = geben kaiiii, so fUirt die Fortsetiniig dieser Operatioaett 
mfeUbar auf eine Function v^^^^ welche sich als Function der vorhergehen- 
den darsteUen lisst, so dass 

wo /Zawar nodi Xf^^i^ ^'^tm+i^ ••• ^p9 >her nicht mehr Xi^ Xa, • . . x^ ent- 
halten darf; und awar ist fi höchstens gleich 2ai— 1, kann aber ebensowohl 
kleiner sem. 

Man kann jetit nntersnchen, ob es eine Function <p von % tf/, ... y^^^ 
giebt, welche augleich die Gleichung A^^^[(p] befriedigt; dieselbe kann noch 
Xi^^i^ X2,^2i *•• ^ji enthalten, aber Xi^ x^^ ... xi^ sollen explicite nicht mehr 
darin vorkommen. Ist (p eine solche Function, so wird 

= ^<*>[y] 



•!"-^+ •s"-|-+-+'s;-^+5^ 



+» 



Cd(p\ dtp ,( d(p \ dy/ ( dtp \ dff-'i \C _^i> ^ 

WO die In Klammern eingeschlossenen Differentialqaotienten sich aof die 
Yorstellang beziehen, nach welcher g> als Function von ip, V*» • • • V^''^*» 
^m+ti ^»f3i • • ' ^p hetrachtet wird. Nach der Definition der V gi^bt aber 
Obiges sogMch 

= (t)»'+(0y+-+G|fcir)« +(^)- 

Da in den Coefficienten dieser Gleichung die Grössen Xi^ o^, ... Xa« explicite 
nicht mehr vorkommen, so giebt es wirklich eine Function (p der verlangten 
Art, und dieselbe ist dann eine simultane Lösung der ersten beiden Glei- 
chungen (25.). Die obige Gleichung aber ergiebt (p als Integral des Systems 
von fi gewöhnlichen Differentialgleichungen: 
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oder der Differenti«lgleichiiiig ju'*' Ordnung: 

Ist ein Integral dieser Gleichung: 

SO ist 

(f ^ £i{xp, xp\ xp\ . . . xfM-'\ x^^^,, . . .) 

die gesuchte simultane Lösung der ersten beiden Gleichungen (25.). 

Betrachtet man insbesondere diese Function als Lösung der erstea 
Gleichung (25.) ? so kann man offenbar aus derselben auf gane dem nfim- 
lichen Wege, wie hier eine simultane Lösung der ersten und sweiten ge- 
funden wurde, eine simultane Lösung der ersten und dritten finden, welche 
der zweiten Gleichung dann ebenfalls genügen wird. Und so kann man 
allmfilig zu einer Function aufsteigen, welche auch noch der dritten^ vierten, 
etc. der Gleichungen (25.) genügt, und endlich zu der gesuchten simultanen 
Lösung aller, wodurch denn die Aufgabe erledigt ist. Man hat dabei der 
Reihe nach p-'2tn Hülfsgieichungen aufzustellen, deren Grad den (2m --1)*^* 
niemals übersteigt, und ein Integral einer jeden zu suchen. Da zunfichst die 
Kenntniss eines Integrals der ersten Gleichung erforderlich war, welches 
ebenfalls von einer gewöhnlichen Differentialgleichung (2m— l)*""' Ordnung 
abhfingt, so bedarf man im ungünstigsten Falle je eines Integrals vonp— 2m+l 
Differentialgleichungen (2m— 1)*^' Ordnung, um die Function y in vorge- 
schriebener Weise angeben zu können. 

ZusammenstelluDg der zur gegebenen Lösung nöthigen Operationen. 

Die auf diese Weise gewonnene Lösung des Pfaffschen Problems ist 
demnach folgende. Ist 

der gegebene Ausdruck, so bilde man zunächst das in $. 3 angegebene System, 
welches einer Differentialgleichung (2n— 1)**^ Ordnung entspricht. Ein Integral 
derselben sei 

y, = Const 

Eliminirt man sodann xs» mit Hülfe dieser Gleichung aus dem gegefatoneA 
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Ansdnick, 90 geht derselbe etwn Ober m: 

Indem man auf diesen Ausdruck die Methode der $§.5., 6. anwendet, wo 
m = ii— 1, p==2n—i SV; setzen ist, gelangt man zu einer Function (Pn^n 
welche gleichzeitig 2 partiellen Differentialgleichungen genOgt, und zu deren 
Aufstellung man je ein Integral von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen 
kennen muss, von welchen eine von der (2ii— 3)**" Ordnung, die andere von 
gleicher oder niedrigerer Ordnung ist. 

Mit Htklfe der Gleichung 9)^i = Const. eliminirt man jetzt X2^^^ aus 
dem bereits reducirten Ausdruck, wodurch derselbe in 

Xrdx,+XPdx,+^..-\^XZ.dxu^2 
flbergehe. Setzt man in der Methode der $$.5., 6. m^it— 2, /i = 2ii— 2, 
(M> findet man zu diesem Ausdruck eine Function ^«.2, mit Hfllfe je eines 
Integrals von 3 Gleichungen, welche höchstens bis zur (in—by^ Ordnung 
ansteigen. Mit HOlfe der Gleichung q>^2 = Const. eliminirt man ct^^^ n. 9. W. 
So gelangt man endlich zu einem Ausdruck: 

Indem man auf diesen Ausdruck die Methode der §§.5., 6. anwendet, hat 
man /i = n+l , m = 1 zu setzen. Es findet sich dann eine Function (pi ; 
welche* gleichzeitig n verschiedenen partiellen Differentialgleichungen genfigt, 
und durch Integration von ebensoviel einzelnen gewöhnlichen Differential- 
gleichungen erster Ordnung gewonnen wird. 

Die Gleichungen 

9)»^ Const., 9>».i ^ Cimst. , . . « g> = Const. 

geben dann eine Lösung des Pfaff^chen Problems. Im ungOns^gsten Falle 
bedarf man zur Auffindung derselben die Kenntniss je eines Integrals von 

1 Differentialgleichung (2i»— 1)^^' Ordnung, 

2 - - (2n-3y*' 



ter 



3 - - (2«-5) 

II - - !••' 

Die gewöhnliche Auflösung des Pfaffbchen Problems fordert die vollsUndige 
Integration von je einem System der (2« -1)"", (2«-3)'*", . . . l"" Ordnung; 
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oder wenn man will, die Kenntniss je eines Integrals von 
1 Differentialgleichung (2ii— 1)**' Ordnung 

1 - - (2n-2y'' 

2 - - (2ii-3r 
2 • • iZm-4f 



\t#r 



«--1 - • 3*^' 

«"-l - - 2*^ 



» - - 1-' - . 

Man bemerkt, das0 dnrch die Yorlfegende Methode die einmalige hk*^ 
tegration simmtlicher Differentialgleichungen gerader Ordnung erspart wird; 
wozu ausserdem der Umstand tritt, dass die übrigen Integrationen, welche in 
beiden Fällen von gleicher Zahl sind, nur im ungünstigsten Falle bis su den 
angegebenen Ordnungen aufsteigen, sehr oft eher grossentiieils von viel nie-^ 
drigeren Ordnungen sein werden. 

Wenn zwischen den Coefficienteii des gegebenen Differentialausdrucks 
solche Relationen stattfinden, dass er durch n—k Gleichungen integrirt werden 
kann, so ist der Verlliuf folgender. Man wendet sogleich auf den gegebenen 
Ausdruck die Methode der §§.5. und 6. an, Indem p = 2ii^ m^n-^k gesetzt 
wird, und findet ein Integral 

^ft^k = *Const. 
durch je einmalige Integration von 2A+1 gewöhnlichen Differentialgleichungen 
der 2(n—k)'-V''' Ordnung (höchstens). Eliminirt man sodann mit Hülfe dieser 
Gleichung o^t» aus dem gegebene Differentialausdruck, so erhfilt man ein 
zweites Integral 9)«_]i.i = Const. , indem man in §§.5. und 6. ]9 = 2ii— 1, 
m^^n^-k^i setzt, durch je einmalige Integration von 2iSr+3 gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 2(fi->i[r)—3*^'' Ordnung, etc. So fordert die Aufgabe 
je ein Integral von 

2k+i Differentialgleichungen [2(ii-iSr)-l]''' Ordnung 
2Ä+2 - [2(ii^ft)-3f' 

2&+3 - [2(ii-*)-5]*^' 

k+n - ,V'' - . 
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§. 8. 

Indetermmirter Fall des Pfaff'&chen Problems. 

Es bleibt übrig, diejenigen Fälle zu untersuchen, welche im Vorher- 
gehenden ausgeschlossen wurden. Diese Fälle sind nur scheinbar oben als 
Ausnahmsfälle aufgetreten. Dieselben bilden in Wirklichkeit eine besondere 
Klasse, welche von gleicher Allgemeinheit ist, wie die im Vorigen behandelte, 
und zwar so, dass bei einer geraden Anzahl von Veränderlichen im Allge- 
meinen der oben behandelte Fall, bei einer ungeraden Anzahl der andere 
auftreten wird. Diese zweite Klasse von Problemen, welcher bisher nur ge- 
ringe Aufmerksamkeit geschenkt worden ist, foi^dert eine ganz andere Be- 
handlung wie die vorhergehende. Indem ich den analogen Gang einschlage, 
werde ich zunächst den gegebenen Ausdruck 

Xidxi+X2d;c2'] h-Xprfojp 

auf irgend eine besondere Weise in die Form 

gebracht denken; und ich nehme an, dass es nicht möglich sei, den Ausdruck 
in einen anderen zu verwandeln, welcher eine geringere Anzahl von Termen 
enthielte; wobei denn jedenfalls p^2(m+l). Es soll die allgemeinste ähn- 
liche Form gefunden werden, welche dieser Ausdruck annehmen kann. 

Die Bedingung, welche zum Unterschied gegen die früheren Fälle hier 
eintreten soll, besteht darin, dass die Functionaldeterminante 

jS+JLJL ^A dF dF, ^^ dF^ 

dxa dxß dXfM dxy dx^ dx^ 

unter allen Umständen verschwinden soll, welche Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . . /» 
man auch an Stelle der Indices a, ß, . . . r treten lässt. Denn giebt es nur 
eine einzige derartige Combinalion, für welche die Determinante nicht ver- 
schwindet, so kann man immer die Methode des §. 4. anwenden, indem man 
die beiden dort benutzten Indicesreihen, mit der in Rede stehenden zu- 
sammenfallen lasst. Verschwinden aber alle Determinanten, so existirt zwi- 
schen den 2m +2 Functionen 

A fl'i • • • fmy.Fy Fl') • • • F^^ 

eine Relation, welche keine der Grössen x mehr explicite enthält. 
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Hingegen darf es niemals vorkommen, dass sänimlliche ünlerdeler- 
minanten erster Ordnung der angeführten Determinanten verschwinden. Denn 
alsdann Avürden zwei dergleichen Relationen bestehen; man könnte etwa f 
und F durch die übrigen Functionen ausdrücken, und demnach auch deu ge- 
gebenen Ausdruck in einen anderen verwandeln, der nur m Glieder enthält. 
Dies ist der gemachten Voraussetzung entgegen. 

Das Verschw inden der angegebenen Determinanten ist aequivalent damit, 
dass in dem System 

«21 On ... a^i 



«1? Ö32 

»13 «23 



^p2 



^ip ^'ip fhp 

sfimmtliche Unterdeterminanten gleich Null sind, welche aus (2m+2)^ Elementen 
zusammengesetzt werden. Denn nach §. 4. ist jede solche Unterdeterminante 
entweder das Quadrat einer der erstgedachten Determinanten oder das Product 
von zweien derselben. Hingegen führt das Product von zweien ihrer Unter- 
determinanten erster Ordnung immer auf eine Unterdeterminante des obigen 
Systems, welche nur aus (2m +1)^ Elementen zusammengesetzt ist. Es wer- 
den daher niemals diese letzteren Unterdeterminanten sämmtlich verschwinden 
dürfen. 

Man kann sich also den gegebenen Ausdruck in die Form 

gebracht denken, wo zwischen den Grössen F, f eine, und nicht mehr als 
eine, Beziehung besteht. Auch muss diese Beziehung jedenfalls eine der 
Functionen F enthalten, da sonst der Ausdruck sich in einen mgliedrigen 
würde überführen lassen. Sei also die gegebene Beziehung: 

F= V(f, fl^ fl^ •" fm, Pl^ ^2^ "* F»)' 

Die allgemeinste Form, welche jener Ausdruck annehmen kaim, sei 

^d(p + 4^id(pi+'*-+^^d(pn. 

Betrachtet man nun als unabhängige Verfinderliche f, /*i, /a, ... /»^ F|, 
^2 9 ... F^y Xj^^2^ . ' iTj,^ so giebt die Gleichsetzung beider Formen folgende 
Gleichungen : 
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(10 <^- = *^+*■-l^+•••+*--t-' 



(U.) 



(DI.) 



*-^+*--^+-+*-^' 



= *-^+*.^+...+*.^, 
:o = *ji?_+*,,iSü_+...+*.3ä2^, 



;« = *^+*,-^H....+*.^ 



Durch Combination der Systeme (IL), (lU.) erhält man verschiedene Functio- 
naldeterminanten, welche verschwinden mOssen, und welche ausdrücken, dass 
eine Relation existire von der Form: 

^(A A^ A^ ••• Uy V, (pi, 92, ... y«) = 0, 

durch U eine willkürliche Function bezeichnet. Dann aber ergiebt sich: 

und aus den Gleichungen (I.): 

Der Fall, wo statt der Gleichung 77=0 mehrere ähnliche Gleichungen neben 
einander bestehen, lässt sich leicht beseitigen, wie in §.1. 

Aus den vorliegenden Gleichungen ergiebt sich, dass, wie auch über 
die willkürliche Function 77 verfügt werden mag, jedenfalls y, yi, ... <p^, 
<Py *i, ... *^ Functionen der f und F allein werden, ohne noch die x zu 
enthalten; und dass ferner, da 77 noch beliebig war. für eine derselben jede 
beliebige Function von 

A A^ ... fmy Pl'i . . . ^m 

gesetzt werden könne. 

Unter den speciellen Formen wird man daher eine solche wählen 
können, für welche der CoefGcient eines Differentials gleich 1 wird, oder 

28» 
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die Form: 

(29.) df+F,df, + F,dr,+'.* + F^df^. 

Diese Form werde ich im Folgenden zu Grunde legen; und, indem ich mir 
den gegebenen Ausdruck in diese Form gebracht denke, die Functionen 4> 
und (p aufsuchen, durch welche derselbe auf allgemeinste Weise in die Form 

(30.) d(p + <P,d(pl + <p2d(p^ + ^*' + 4^^d(p^ 

übergehen kann. Die oben angegebenen Gleichungen für den Zusammenhangs 
der allgemeinen mit der speciellen Form sind dann, da ^ und V gleich 1 
gesetzt sind: 

n{fyfi, A, ... A, (Py <Pl, 92, ... q>m) = 0, 

1= xn'(p, *i= xn'(p,, ... *^= xn'q)^, 
1 = -A777, F, = -A/7'/;, ... F^ = -xn%. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich noch die Beziehung 

n'<p+n'f = 0, 

d. h. in n dürfen die Functionen f und q) nur in der Verbindung (p—f vor- 
kommen; und alsdann kann man jene Gleichungen durch folgendes System 
ersetzen: 

^(y~A A9/2, .••/«., Vi, 92, ... Vm) = 0, 

Wenn man aus diesen Gleichungen y—/', ^i, ^29 • • • 9»-n *i9 
4^2 9 ... ^m eliminirt, so bleibt eine Beziehung zwischen (p^^ A, A, ... f^, 
Fl, F2, ... F^ übrig, welche vollkommen willkürlich ist, da IT ganz will- 
kürlich sein konnte. Der aügemeimte Werth eon (p^ ist also eine mUkUr^ 
liehe Funetion eon A, A, . • . /»^ Fi, Fj, ... F«. Auf diese Eigenschaft lisst 
sich die neue Methode der Behandlung des vorliegenden Problems gründen. 

Denn ist etwa eine Function 

9i = n^ifi, A, • • • fmy Fl, F2, . . . FJ) 
gefunden, und eliminirt man mit Hülfe der Gleichung (p^ = Const. oder 

-'^«1 = ^(Al A, • • • fmy Fl'i ^29 • • • -'^«-1) 

eine der Veränderlichen aus dem gegebenen Ausdruck, so geht derselbe in 
einen anderen über, welcher nur p^i VerSnderliche enthält, und die Form 
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annehmen kann. Sucht man daher wieder eine beliebige Function 

y«-l = -'-«u/1 9/2 9 ••• fm-lf ^l 9 ^2 9 ••• ^m-lj-i 

und eliminirt mit Hülfe der Gleichung 

Vm-i = Const. 
aufs Neue aus dem schon einmal trausformirten Ausdruck eine der Veränder- 
lichen, so erhält man einen Ausdruck mit j9— 2 Veränderlichen, welcher die 
Gestalt 

annehmen kann, u. s. w. Auf diese Weise gelangt man endlich zu einem 
Ausdruck von nicht mehr als /»— m Veränderlichen, welcher ein vollständiges 
Differential ist, und, gleich Null gesetzt, durch eine blosse Quadratur 

(p r= Const. 
giebt. Die m+i Gleichungen 

<p^ = Const., (p,^i = Const. , ... y = Const. 

sind dann die Integralgleichungen des Problems. 

Um die oben angeführte Eigenschaft nachzuweisen, welche von der 
Wahl der Veränderlichen unabhängig sein muss, betrachte ich den vorgelegten 
DifferenUalausdruck in der Form 

dr+F,df,+F2dr2+^..+F^d^, 

und eliminire f^ mit Hülfe der Gleichung 

Der Ausdruck 

F,df, + F,df,+^..+F^df^ 

enthält dann nur 2m— 1 Veränderliche, und kann also nach dem Vorigen die 
Gestalt annehmen: 

Setzt man also jetzt 

so geht der gegebene Differentialausdruck in 

über, was zu beweisen war. 
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§9. 

Erste Methode zur Lösung des indeterminirten Falles. AufstelluDg der partiellen 
Differentialgleichungen für die Integrale. 

Um also das vorliegende Problem, dem Ausdruck 

die Gestalt 

zu geben, voUslfindig lösen zu können, ist es nur nöthig zu zeigen, wie man 
aus dem vorgelegten Ausdruck im Stande sei, eine willkflrliche Function von 
/m A) «•• A»^ ^m Fi^ '-• F^ zu finden. Zu diesem Zweck kann man zunAdist 
aus der Gleichsetzung der obigen beiden Ausdrücke die Gleichungen bilden: 

Aus dieser Gleichung folgt sogleich die andere: 

'* ~" dXf^ dxg ~"i«i ^örr^ dx. dx. dx^J 
aus welcher, wie man sieht, die Function / gSnzlich verschwunden ist. 

Bestimmt man jetzt 2m Grössen z[^\ gl^\ ... 4» so, dass man, durch 
Ati, Ar,, ... k2m irgend welche der Indices 1, 2, . . . /» angedeutet, die Glei- 
chungen hat: 



(31.) 






(Ä) , (*) , , (Ä) 



so leitet man, indem man fOr die a^t ihre obigen Werthe einsetzt, genau ¥ie 
in §.4 die Gleichungen ab: 



.(*) 



^^i L.CM ^/i t ..(*)^/i . ^fi 






-(M 



welche fär alle Werthe von l gelten. Hieraus geht hervor, dass die allge- 
meine Lösung der Gleichung 

(3») ^">w = .l«^+.S*>^+...+^l'^+^=o 
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eine beliebige Function von /i, f^^ ... /«, F^, Fa, ... F^/ so wie von 
^2»+i9 ^2>»42 9 ••• ^p ist, unter den letzteren allein o^^+a ausgeschlossen. Setzt 
man daher für h der Reihe nach 1, 2, ... /»— 2m, so erhält man aus (32.) 
p—2m verschiedene Gleichungen, welche eine gemansame Lösung zulassen, 
nftmlich 

Dies ist aber gerade eine Function, wie sie oben gesucht wurde. Die Auf* 
gäbe ist daher auf die Aufsuchung einer gemeinsamen Lösung der Gleichun- 
gen (32.) zurfickgefOhrt. 

Es mag bemerkt werden, dass immer durch passende Wahl der Indices 
*i, ^2, ... k2^ und indem man (Ult Xi^ X2^ . . . X2m unter den Veränderlichen 
rPi, 0^2 9 ••• Xß geeignete auswählt, ein solches System (31.) gebildet werden 
kann, dessen Determinante nicht verschwindet. Denn der Fall, in welchem 
sämmtliche derartige Determinanten verschwinden, ist oben beaonders ausge- 
nommen worden, und gehört nicht hierher, sondern in die er§te Klasse von 
Problemen. Wenn man in den Gleichungen (32.) A, A, ... /L,, F|, Fj, ,.. F«, 
oBjoi+i, a?2«H-2i • • • ^j» als unabhängige Veränderliche einfährt, so gehen die- 
selben Aber in: 



^"•M = (^). 



'2«+J 



Aus diesen Gleichungen geht die identische Gleichung 

hervor, und man kann somit zur Auffindung der simultanen Lösung dieses 
Systems die Methode des §. 6 benutzen. Aber jede dieser Gleichungen fahrt 
einzeln auf eine Differentialgleichung 2m^' Ordnung; mithin werden auch, 
wenn ein Integral einer dieser Gleichungen bekannt ist, die dort erforderlichen 
HOlfsgleichungen von eben dieser Ordnung sein können; und man bedarf also 
zur Auffindung der simultanen Lösung je ein Integral von p—2m Gleichungen, 
welche im ungünstigsten Falle sämmtlich Yon der 2m*^" Ordnung sind 

Man kann nunmehr den Gang der Operationen für das Problem an- 
geben. Es soll möglich sein, den Ausdruck 

Xidxi+X2dx2-\ VX^dx^ 
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in die Form . 

zu bringen. Man findet zunächst (p^^ sobald man je ein Integral von /i— 2m 
Differentialgleichungen 2m*^' Ordnung angeben kann. Hat man dann mit Hülfe 
der Gleichung (p^ = Coust. eine der Veränderlichen aus dem vorgelegten Dif- 
ferentialausdruck eliminirt, so behandelt man den resultirenden ganz ahnlich, 
und findet 9>«-i, sobald man je ein Integral von /»— 2m+2 Differential- 
gleichungen 2m— 2'^' Ordnung kennt, u. s. w. Zuletzt gelangt man zu einem 
Ausdruck von p—m Gliedern, welcher die Integration gestattet. Die Auf- 
lösung des ganzen Problems erfordert also im ungünstigsten Falle die Kennt- 
niss je eines Integrals von 

p—2m Differentialgleichungen 2m^''' Ordnung, 

p-2m+l - - 2(m-l)**' 

p-2m+2 - - 2(m-2)*" 



;i-m-l - - 2**' 

und eine Quadratur. 

§. 10. 

Zweite Methode zur Lösung des indeterminirten Falles. 

Von dieser Methode ist wesentlich unterschieden eine andere, welche 
derjenigen näher kommt, durch welche das Pfaff^che Problem in der Regel 
bei einer ungeraden Anzahl von Veränderlichen gelöst wird. Sie beruht auf 
dem einfachen Gedanken, dass der Ausdruck 

df+F,dr,+F,df2+'- + F^dr^ 
durch eine Gleichung von der Form 

fm = ^(fy fl^ fl'i . . • /Lt-n Fi^ Fi^ . . . F») 
in. einen anderen übergeführt wird, welcher die Gestalt 

annehmen kann, ohne dass zwischen den fi^\ F^^^ eine Beziehung eintritt, 
welcher also der ersten Classe von Problemen angehört. Gelingt es daher 
irgend eine Function (p von f, /i, /"j, ... f^^ F,, F2, ... F^ aufzufinden, 
und eliminirt man mit Hülfe der Gleichung (p = Const. eine der Veränder- 
lichen, so kann man den resultirenden Ausdruck nach der Methode des §. 4. 
behandeln. 



Clebsch, über das Pfaffsche Problem, 225 

Um eine solche Function zu finden, kann man folgendermassen ver- 
fahren. Betrachten wir das System von Gleichungen: 

!* +Ö2,|Äi +»3,1*3 +'** + Ö2«+2,l«2«-f2 = -X^l 1 

«J,2«I + * +Ö3,2»3 +**' + fl2m4-2,2«2«-f.? = -^2 , 

01,21« 4-2 3l + 02,2«+2 «2 + »3,2jii-!.2 «3+ •••-:- ♦ = ^2mA-^J 

Vio für den Augenblick von der gegenwärtigen Bedeutung der Grössen a und 
X abstrahirt. und statt dessen ihnen die Bedeutung beigelegt werden soll: 

(33.) '-' ^"'^ 

^ '* dXf^ ox. i«„ Vöx^ Sx. üx^dx^J 

Man erhall hieraus den vorliegenden Fall, wenn man F = 1 annimmt. 
Setzt man 

D = -»^i:ßllÖ22«-.Oi»,+2,2m4.2 9 

SO ist bekanntlich D das Quadrat eines rationalen Ausdrucks R, und die 
directe Auflösung des Systems (32".) giebt 

(34.) R.^, = X,^+.Y,|^ + ...+X,.^,^*_. 

Aber, wie in §.5 bewiesen ist, folgt aus (31.) auch mit Hülfe der Glei- 
chungen (33.): 

(35.) J.z, = -JS- F, 



wobei J die Determinante bedeutet: 



1.« . ^^ ' 



dx. 



j ^ _:s+ °^ -^ ar, dF dF, dF„ 

~ dx^ dx^ dxm+i oa:«4-i öx« + j öxj,+2 ' 

und wo ausserdem J^^D, so dass demzufolge 

// = Ä 
wird. Daher folgt aus den Gleichungen (34.), (35.): 

(36.) X, 



dR , y $R , 




dx^ 



Die Ableitmr 4ieser Gleichung beruht auf rein algebraischen Principien, und 
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die Gleichung ist daher mit Rflcksicht auf die Gleichungen (33.) unter allen 
Umständen eine identisch?.- Sie kann nicht aufhören ;eu gehen, wenn anch 
F=l gesetzt wird; wobei denn freüieh :^ Verschwindet, die z hingegen 
unendlich grosse Werthe annehmen. 

jSetzt man aber F=l, wie es im vorliegenden Falle geschehen muss, 

SO verschwindet der Ausdruck - — ^r- jedesmaL "wenn nicht 1 = ist. Setzt 

man also der Kürze wegen 

(37.) -^i-g^— +-^2-35— -I H-y?««f2 gfl = -Z/i, 

SO gebt die Gleichung (36.) Aber in: 



Zk = - 



ö'' 



dx^ 



Man erhält ferner, wenn (p eine beliebige Function bedeutet: 
= ^2± "^f Q/; . du dq> OF, dF^ 

^OX^ dx^ dXm^l dXm-\-2 dx„^y Öj^«,+2 

Die allgemeine Lösung der (ileichung 

AM = z.$+z.^ + -+zi.„^ = 

ist daher 

Bildet man jetzt R^'\ /r'>, . . . ÄCi»-^— 2) jh^Ueh ^ie /j^ indem man an Stelle 
der a mit einem der Indices 2m+2 der Reihe nach Grössen a eintreten lässig 
welche die Indices 2ffi-|-3, 2ffi+4, ... p haben, und bildet man dann die 
Ausdrücke 

^\l ^%2 ^\2m+l ^V-+5 

80 gestalten die Gleichungen 
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(38.) /^"'M = ^."^+2i"^+-+^"^ä^ + Ä'-^ = 0. 

offenbar eine genieiosame Lösung, nämlich 

Dies ist gerade die gesuclite Function; und die Aufgabe kommt daher zurück auf 
die Aufgabe, eine gemeinschaftliche Lösung der Gleichungen (38.) zu finden. 

Dividirt man aber diese Gleichungen respective durch Zs^^^, Z^^+3, ..., 
und fahrt dann als unabhängige Veränderliche die Grössen 

ein, so erhalt man sogleich: 



^2,+3 "-'«•+3 



Es gelten aaher wieder die Gleichungen 

und man kann also die Methode des §. 6 auf diese Gleichungen anwenden. 
Die Auffindung der simultanen Lösung erfordert je ein Integral von /»— 2ifir-l 
Differentialgleichungen, welche sämmtlich bis zur 2iii+l^*" Ordnung aufsteigen 
können. 

Da durch die Gleichung tp =^Cons\. alsdann das Problem auf eines der 
ersten Art zurückgeführt wird, so- erfordert auf diesem Wege die vollständige 
Lösung des Problems im ungünstigsten Falle die Kenntniss je eines Integrals von 
/>-2iii--l Differentialgleichungen (2m +!)**' Ordnung 
p^2fn^ ' -. - * (2iii-ir - 

p^2m+\ r. - (2iii-ar ' - 

/>-m-l - ^ l^V • - 
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Vergleicht man dies mit dem Ende des vorigen §.., so erkennt man, 
dass im Allgemeinen die dort angegebene 3Iethode vor dieser wegen der 
niedrigeren Ordnung der Operationen den Vorzug verdienen wird. Aber wenn 
zufällig ein simultanes Integral der Gleichungen (38.) bekannt ist, so ist ihrer- 
seits die Ordnung der Operationen für die letzte Methode die niedrigere, und 
die letzte verdient also den Vorzug. Dies tritt z. B. ein, wenn der gegebene 
Differentialausdruck nur 2m +1 Veränderliche enthält. Dann verschwinden 
sämmtliche Grössen Z^ und jede beliebige Function der Veränderlichen kann 
als simultanes Integral der Gleichungen (38.) angesehen werden; d. h. man 
reducirt den Differentialausdruck auf einen anderen von 2m Veränderlichen, 
indem man zwischen den vorliegenden 2m +1 Veränderlichen eine beliebige 
Beziehung festsetzt. Dies ist der gewöhnliche Weg, der eben hier auch den 
Vorzug verdient. 

§. 11. 

Vollständige Durchführung der succcssiven Losung des Pfaffichen Problems für 

den deternnnirten Fall. 

Im Vorhergehenden sind die Methoden kurz skizzirt, mit deren Hülfe 
man in allen Fällen auf möglichst kurzem Wege zur Lösung des Pfa/fschen 
Problems gelangt. Ich kehre jetzt zu demjenigen Problem zurück, welches 
wegen seiner Beziehungen zu den partiellen Differentialgleichungen vorzugs- 
weise Aufmerksamkeit erregt, nämlich zu dem Problem, den Ausdruck 

(1.) XtäXi+XnäXi + ^'^'+X^näxu 
auf die Form 

F,dn+F,dr2+ - + F.df, 
zurückzuführen ; und ich werde an die in §. 7 gegebene Lösung einige weitere 
Bemerkungen knüpfen. 

Der Gang der dort angegebenen Operationen ist folgender. Zunächst 
bestimmt man aus den linearen Gleichungen 

iöj,2Äl + ♦ +«J,2«3 +''* + »2»,5«2« = -Xj, 
(2.) (öj,3Äl +ai,3Ä2 + * H hö2«,3«2« = ^3, 



ö|,2««i + ai,2»«2 + Ö3,2«Ä3+'-'+ * = X^n, 



wo 
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die Unbekannten %^ sucht eine Lösung 9, der Gleichung 

und betrachtet dann in Folge der Gleichung 

wo c^ eine willkflrliche Constante bezeichnet, 0^2» als Function von x^^ X2^ . . 
Xin^i'i ^n' Hierdurch geht der Ausdruck (1.) Ober in 

(4.) Xi'^dx,+Xi''dx,+-'+XiZ,dx,^,, 
wo 

(5.) JT^ = X,+X, 

gesetzt ist. Wird nunmehr auch 






dXf'^ GXl'^ 



(6.) «/,. = -Ä^r- -g^ 

gesetzt, wo aber bei der Differentiation Xi^\ X^^ als Functionen von Xi^ 
^2 9 ••• ^n-19 ^» zu betrachten sind, so hat man die beiden Systeme von 
Gleichungen zu bilden: 

* + »2,1 »2,1 + »3,1 «3,1 H r «2.-2,1 «2—2,1 == ^l'^ 

1 »1,2 «1,1 + * +»3,2 «3,1 +*--+»2«-2,2«2«-2,l = -^2 9 

(''•) (»Ip«!,! +»S«2,1 + ♦ +- + »ilU3»i-V = ^3^ 

•i,2.i-.2«l,I + »2,2n-2«2,l + »3,2»-2«3,l + **'+ * = -*2h-2 9 

* +Ö2,1«2,I +»3,i«3,l +•• - + »2.1-2.1 «2*-.2,I = — »2«-.|,M 

»1,2 «1,1 + * +»3,2 «3,1 +*'- + »2i.-2,2«2i.-2,l = ^ »2—1,2 ^ 

CS.) j J^K' A.J^K' _1_ * J- _1-^^*J .' J*5 

^ ^ A »1,3^1,1 +»2,3«2,I + * +•'• + »2.-2,3 «2—2,1 = — »2— 1,3^ 

l»J,2.-2«l,l + »2,2— 2«2,l + »3,2.-2«3,l+-'+ * = —»2.-1,2.-2 

und eine gemeinschaftliche Lösung der beiden Gleichungen 

*v-lJ^+*M-^];-+--+^^--v-ö^ = 

aufzusuchen. Setzt man 

(10.) y._, = c^i, 
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8p wird Xu^i eine Function von Xi^ x^^ ... ohn^r c»f ^«-i^ und indem man 
dies einfahrt, geht der gegebene Differentialausdruck Aber in: 
(II,) Xi dxi-^X^ rfx2+*»\+'^2»— i^a»— «9 
wo 

(12.) jrr - Ai'^+Jt^i,^. 

Sei nun wieder: 

(13.) «w^Sl— ^, 

wobei Xi^\ Xr als Functionen von x^^ a?2v • . • «iu-2, c^ c,^ betrachtet 
werden mflssen. Aus diesen Grössen setzt man dann folgende Systeme von 
Gleichungen zusammen: 

* +Ö2,l»2,2 +03,1*3,2 +*** + Ö2«-4,l«2»-4,2 = -^1 > 
|ai^^«l.2 + * +ai,^»3,2 +"- + a2«-4,2«2— 4»2 = Xa , 

(14.) {ag*,,2 +a2Ü«2.2 + ♦ +--+ar^«2»-4.a:.« .Jr,^\ 

ai!L-4»l,2 + Ö2,2»-4«2,2 + «J,2i»-i»-»3,2 + ***+* ♦ = -Xj.^, 

* +«2,1*2,2 +«3,1 «3,2 +*^'+Ö2»^,l«2i,-4,2 ^^ — /»i«-3,M 
öl,2«l,2 + * +03,2*3.2 + — + Ö2ii-4,a*2,-4,2 = — Ö2«-J,lf 

.öl,2«-4»li2+fl2,2.^*2,a + fl3,2»-**3,2+"*+ ♦ = — Oa^-a^u-t» 

* +«2,1*2,2 +«3,1*3.2 +--* + «2i|-r4,l*2«-«,a *= — «Ji-a,!, 
«1,2*1,2 + * +«3,2*3,2 +'*- + «i»-4,a*4»r-4,2 «=* — %i-t,«> 



\ «i,2*-l *l,a + «^,2— 4*2,2 + «3,2.-4 *3,2 + * ' • T ♦ = — «2«->2.».^l 

und sucht eine gemeinschaftliche Lösung der Gleichungen: 

(17.) 
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Man setzt dann <p^2=^c^7^ imd bestunmt daraus 0^2,^) als Function von 
a?i, a? , . . 0:3^5, c., c^^i, c^2 u. s. w. 

Indem man auf diese Weise fortführt, gelangt man zu einer Function 
<p^k^ welche die gemeinschaftliche Lösung von folgenden k+i Gleichungen 
wird: 



*M- 



(18.) 



ox. 



+ÄM 



dx^ 






/ dq>m-^ , # dq>n^i 



dq>^k 



59.-1 



, oyi-^ , , oq>^k , , oq>^k , cry—i _ /. 






(k)d^n-A. , ,(0 d(pn-^k 



dffm^k _ 



In diesen Gleichungen bestimmen sich die Coefficienten zi^k durch das System: 

* +«2,1*2,* +Ö3,i«3,» +'*' + «2C»-.*),l«2(«-»),» = Ai , 



öl,2«i,* 



+ 



J*) 



.(*) 



r(*) 



► +«3,2*3,* +*'*+«2Ci^-.4),2»2(»-J),* = -^2 , 

^ ^ \«l,3*J,k +«2,3*2,» + ♦ +"- + «2(ii^l),3*2(»-l),* — -^3 > 



I «1.2(»-i) *l,l + «2,2(ii-») *2,i + «3,2(»-.|) «3,* + * * * + 



und irgend eine der anderen Coefficientenreihen, z. B. ^ij^^ 4,o * - * 9 bestimmt 
sich aus dem System 

+ «2,1 *2,* +«3,1 *3, * + ••' + «2(»-l),l *2(«~*),» — — «2(»-*)+A,l ^ 



«1,2*1,1 + ♦ 



+ «3^2 *1,* + •^ + «2(«-*),2 *2;«-»),» — — «2(»-*)+A,29 



^M «1,3*1.* +«2,3*2,» + * +"-H-«2(— »),3*2(»-*),» = — «2(— i)+Ä,39 



, «1,2(1.^1) *1,»+«2,2(»^1) *2,» +«3,1(1.-*) *3,* H r 



— — «2(«-»H.M»-Ä) • 



Endlich ist noch 



(21.) al 



CO 



dXm 



öx:*> 



öx. » 



die JT/'^^ X^^ siQd die Coefficienten desjenigen Ausdrucks, in welchen (1.) 
fibergehf^ wenn man mit Hfllfe der Gleichungen 

y« = c«, y,_i = c^i, . . . y— *+i = c^*+i 
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die Veränderlichen a?2«^ a^n-i^ • • • ^in-i+i eiiminirt, und bei den Differentiatio- 
nen in (21.) ist darauf Rücksicht zu nehmen, dass Xi^ X2^ ... ^2».]i> c^, 
Cn^ii • • • c^k+i ^s die unabhängigen Veränderlichen betrachtet werden. 

S. 12. 

Transformation der bisherigen successiven Lösung in eine gleichzeitige. 
In den vorstehenden Formeln ist 
(p^ eine Function von xi^ Xi^ ... fl^i«-}? ^2«— 29 ^i^— 19 ^?ii> 

y«-l - • - Xi, 0^29 • • • ^2ii-^9 a:2««29 ^2—l9 ^n 9 

<Pt^l - - -. Xi, Xi^ . . . a?2«-J9 ^«-29 ^»-19 ^f9 

y«— 3 " "" — a^i, X29 . . . ir2ii— 3 9 ^•—29 ^1»— 19 ^n* 

u. s. w. 
Bedient man sich jetzt der Gleichungen 

y « = c- , Vm-i = c^-i 9 y — 2 = ^«-2 9 elc. 
um aus y„_i, 9>«-2 etc. die Conslanten c zu eliminiren, so geben y«, y,«i etc. 
in Functionen der (t allein über, welche durch 

bezeichnet sein mögen, und welche zusammen ebenfalls eine Lösung des 
Pfaffschen Problems vorstellen. Es entsieht die Frage, wie man die Glei- 
chungen (3.), (9.), (17.), (18.) des vorigen §. so umgestalten kann, dass in 
ihnen die Functionen H als die Unbekannten erscheinen. Diese Umgestaltung 
kann man in passender Weise folgendermassen bewirken. 

Man kann sich die Function (p^^jt aus //._i dadurch entstanden denken, 
dass man aus dieser Function die Veränderlichen a?2,, x^^i^ . . . a?2«-*+i mit 
Hülfe der Gleichungen 

eliminirt, wobei denn die a?2., a?2,-.i, . . . X2»^i^i als Functionen von «i, 
a?2 9 . • . a?2— 19 c^*+i9 c^i+2 9 . . . c. erscheinen. Die Differentialquotienten von 
<Pm-k9 welche in (18.) vorkommen, sind also an die Differentialquolienten 
von H^^i durch die Gleichungen gebunden: 

dvn-i ^ dH^^k . dHn-i dx2,-.i^i . dH^^i ,^^—1-1-2 , ,. , jg::z±>-ig!!i>^ 
dx, dx. '^dxi^i^i' öa?. '^8x2^1^% öx^ '" dxin dx^ 

wo dem Index i der Reihe nach die Werthe 1, 2, . . . 2ii— * beizulegen sind. 
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Fflhrt man dies in die Gleichongen (18.) ein, so nehmen sie folgende 
Gestalt an: 






^*' Öjr._» /_(*) ÖX^ , _(*)ÖXi (,) ÖX^ ÖX, 



■*"i-Ä+i~5ir^ ''* ^ "^^'* ä^ 4--+ »H-»M g:^^ + -ä^zr> 

Denken wir nns, dass schliesslich die Function ff._i folgenden k+i Glei- 
chungen genfige: 

00 mflssen die Gleichungen (22.) offenbar lineare Combinationen dieser Glei- 
chungen sein; oder mit anderen Worten, es mOssen solche Mnitiplicatoren Ka,ß 
existiren, dass: 
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fOr «»1, 2,... 2(M->i^); dass ferner für &=s2(«-lr)+l, 2(»->lr)+2, ... 2ir-*.- 

\"') \ 

ausgenommen 9 wenn in den letzten k Gleichungen h respectiye die Werthe 
2 (!••-*) 4-1 in der zweiten Gleichung, 2(ii— iir)+2 in der dritten, etc. annimmt, 
wo denn: 



(25.) 



[Ä,^ü«h(«-l)+i+Ä'i,illa(«-i)+i,i+-'-+Äj,|ll2(^l)4.i,j = 1, 

Ä2,üih(ii-l)+2+J5r2,ltt2(«-»)+2,l+^**+iSG,jt«2(»-l^^ =• I7 



dass endlich fOr X=r2ii— ifc+1, 2ii-ifc+2, . . . 2»; 

^Ä2,0»i +^2,l»^l +Ä'2,2«i,2 +"*+^2^«^i;i 



(26.) 






+.' 



Wenn die Grt^ssen Ä" und u diesen Gleichungen genflgen, so sind die Glei- 
chungen (22.) identisch mit folgendem System: 

(27.) r = ^uoU''\H^)+K^,üi''\H^)+...^K,^Ui'\H^), 
\0 = K,j,V''\ff^)-\-K^^Ur(H^)-{-,.-^K^U^''\H^), 
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oder aodi out (22.), sobald die Determinante 

(28.) = JS'+Ä'ü,üÄi,i---Ä*^* 
von Null verschieden ist. 

§. 13. 

Fortaetznng der Transformation. 

Es sind nnnmelur die Gleichungen (19.), (20.) zu bilden, auf welchen 
die Bestimmung der » und also auch der u beruht. Betrachtet man, wie im 
Vorigen, a52„«*^.i, a?2„^+i, ... «2, als Functionen von a?i, X2^ ... afj«-*^ 
^•-*+i9 ^»-A+^i • • • ^mf so ist 

Um a/^2 zu bilden, muss man zunächst in (21.) wieder so differentiiren, als 
wftren in -Xf*\ JC^*^ nur noch die Veränderlichen a?!, Xz^ ... 0:2«-» enthalten; 
und führt man dies auf Differentiationen der Xi zurück, welche als Functionen 
von o?!, X2^ . . . X2n gegeben vorliegen, so erhält man folgende Ausdrücke : 



dX. i='- ÖX. ö« 



^ 



l 



_öJL__ ^^' dX^ ^ 
dXf i=i«_*+i dxj^ dx. 



am-*+i L aXf ftnOm-H+t OXf, ox^ J o»« 



- s 



oder endlich, wenn man noch in der ersten Doppelsnmme die Indices i-, fi 
mit einander vertanscht: 

l=am *+I ^-J«-*+» ^/ ^*« 

30» 
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Mit Hälfe dieser Ausdrücke ndunen die Gleiclmiigeii (19.) die GesUdt an: 

2=.2,_*+i ^=2»-*+i^ '''^ äa;» i«i Äp. ^J 

Wenn man nun fOr die s ihre Werthe aus (23.) einfDltrt nnd sogleich die 
Gleichungen (24.), (26.) berttcksichtigt, so yerbindet sich die erste Summe 
in dieser Gleichung mit der dritten zu: 

und ganz ebenso wird der Coefficient yon -^-^ aus der zweiten und "vierleB 
Summe: 

iii fett ^ h^g * ^ 

Setzen wir also der Kürze wegen: 

(32.) ]«j,«*'m+*,««'2,i +•••+*•,• «2«,i = €«,1, 
SO geht die Gleichung (31.) in folgende über: 



(33.) 






+ 

>lnf ganz gleiche Weise erhalt man, immer mitRflcksicht auf (24.), (25.), (20.), 
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aas (20.) die Gleicbaog: 



(34.) +^^..(.2+,.^ .SS) 



1+ • • • • 



Da die Gleichung (34.) k verschiedene Gleichnngen reprfisentirt, so kann man 
ans diesen und (33.) die in den Klammern enthaltenen Grössen bestimmen; 
und es wird sodann: 






i=2« ^jj ^ Z=2« 5^ ^ 

oder auch, nur anders geordnet r 

(c« -K J[.)+ !r" ^C«f-K Xi) = 0, 



is2«~JH>l 



V" ^*i /^O) 



(85.) |(.S-lt.X)+^£^,:g5-(.S-K.XJ = 0, 

Bestimmt man jetit k Factoren vf^^ ^29 • • • «^t so, dass sie den k Glei- 
chungen genügen: 

(36.) )«J2^+, - ^■*»-*+«+^';^^+'**;Si^+-+^'»^;;7,' 

vnd bemerkt dann, dass 
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so giebt die erste der Gleichmigen (SS.)) in welchen m die Werthe 1, 2,...2(ii— Ar) 
eriialten miiss, sogleich auch: 

(37.) r» = '^^^ +^»-5^+^«-S^— +-+^»-5^' 

Gans Ähnliche Systeme ergelien sich aus der zweiten Gleichung (35.) flir die 
r/fi, u. s. w., nur dass an Stelle der K, ^ jedesmal andere Grössen treten. 
Bemerkt man indessen, dass die Grössen; 

-,<*> -.w ^(*) 

^i y ^i,n ^fVO • • • 

auf ganz analoge Weise respective aus den Grössen 

ti^*^ u^"^ t/*^ 

zusammengesetzt sind; dass man aber offenbar an Stelle der Ui^k jede beliebige 
lineare Verbindung 

treten lassen kann, indem alsdann statt der Gleichungen (22".) nur lineare Ver- 
bindungen derselben zu Grunde gelegt werden, so erkennt man, dass man 
Aber die Coefficienten K, ji vollkommen frei yerfagen kann; dass es also 
zum Beispiel erlaubt ist, in dem System (36.) simmtliche ^ gleich Null und 
K gleich Eins zu setzen, sowie in den analogen Systemen die K und alle j4 
bis auf je eines verschwinden zu lassen. 

Auf diese Weise gehen aus den Gleichungen (36.) folgende Glei- 
chungen hervor, in welchen der Index m die Werthe 1, 2, . . . 2(ii— Ar) und 
2»— Jr+1, 2n— &+2, ... 2ii annehmen kann: 

(38.) /^(*) _ ^ J^^l^ J*> I I ^ J*) — ÖHn^+t 



.e«,* = öi,««i,ft+a2;«»2,it+'- + Ö2«,«i«2»,* = g^ 
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Ich werde jetzt zeigen, dass diese GleicIniDgen mch noch fbr die 
fehlenden Werthe von m, also für m^2(ii--Ar)+l, 2(ii-&) + 2, ... Un-^k 
gflltig sind, wodurch denn die Grössen u sidi yallstfindig bestimmen. 

S. 14. 

SchlusB der Transformatioii. 

Die so eben angefahrten Gleichungen ersetzen die Stelle der Glei- 
chungen (19.), (20.), durch welche die jb sich ursprünglich bestimmten. 
Zwischen den Grössen u finden ebet noch weitere Beziehungen statt, welche 
in den Gleichungen (23.) bis (26.) enthalten »nd. Man sieht leicht, dass 
der Uebergang yon den Gleichungen (36.), (37.) zu (38.) damit flbereinkommt, 
dass man Kq^o gleich Eins, und JiTi^o, JSQ,U9 • • - gleich Null gesetzt hat, wodurch 
die oben durch Ki, K^, ... bezeichneten Grössen verschwinden, wahrend K 
der Einheit gleich wird. Unter diesen UmstSnden genflgen die Gleichungen 
(24.), (25.) um die übrigen Coefficienten K durch die Grössen u auszudrücken. 
Wenn man diese Werthe so wie die Werthe der z aus (23.) in die Glei-* 
chungen (26.) einführt, so gehen dieselben in k{k+i) Bedingungsgleichungen 
über, denen die Grössen u noch zu genügen haben. Statt aber in dieser 
Weise zu yerfahren, kann man sich eine gleiche Anzahl von Bedingungs- 
gleichungen folgendermassen zusammensetzen. 

Es sei JV^ irgend eine der Functionen H^]^i^ ^«^t+s^ * • • ^»* Multi- 

SH 
plicirt man nun jede der Gleichungen (26.) mit -^— ^ und summirt nach l von 

2»— A+1 bis 2n, nachdem man fOr die is aus (23.) ihre Werthe gesetzt hat, 
so erhält man, mit Rücksicht auf die Gleichung 

dB dxy dB 

folgendes System: 

«r T^W 9B^ , IT ^..(*) dB^ , ,„ -^ (>) dH^ SEf, 
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WO unter den Snmmenseiclien m Jedesmal die Werthe 1^ 2, ... 2(ii— A), 
2n—k+\^ 2ii~lr+2, . . . 2» erhalten moss. Aber aas den Gleichnngen (24.), 
(25.) folgt, dass man sofort in diesen Smnmen dem Index m alle Werthe 
Ton 1 bis 2ii beilegen kann, sobald man nnr auf der rechten Seite flberall 
Null setzt. Und dann gehen also diese Gleichungen Ober in: 

ir,^i^*^(ff^)+ir,,.i//*>(ir^)+...+ir,,,ü<^(fl^) = o, 



Gleichungen, welche man sofort durch die einfacheren ersetsen kann: 

(39.) ü^*^(J5r^) = 0, U^'\H^)-^0, . . . üi^*^(J5r^) = 0. 

Man sieht also, dass die Functionen £r«^+n ^»-i+s^ • • « ^n selbst den nftm- 
Heben Gleichungen genflgen, wie die Function J9»^. 

Eine andere Beziehung erhilt man noch, wenn man aus den Glei*-* 
chnn^en (23.)— (26.) die Combinationen bildet: 

I ^ 1=1 * »*i ir.1 ' V a=i*-*+i c^^i -^ 

-HA2iit_4\ 1.2*4" ^ 3 Aji 

i=l 



Die rechten Theile dieser Gleichungen verschwinden simmtUch. Von dem 
der ersten Gleichung sieht man dies aus den Gleichungen (19.) ohne Weiteres. 
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Denn nmltiplicirt man dieselben der Reibe nacb mit Si^^^ j»,;^ etc. und benutzt 
die Gleichungen (19.) selbst, so gebt die Summe Aber in 

oder in 

Die recbten Tbeile der übrigen Gleicbungen (40.) aber stellen, wie man aus 
den Gleichungen (20.) leicht erkennt, nichts anderes dar als diejenigen Aus*-* 
drücke, welche verschwinden müssen, sobald jeder der Ausdrücke 

Xi dXi + X2 dX2 + • • • + -X2(,--*) <tej(«_*) + -X2(,-*)+i rföP2(»-*) 4-1 , 
Xi dXi + X2 dX2 + • • ' + -Xi(,-*) dX2(^^k} + -X2(»-*)+2 dx^^ty^2 9 

durch n— Ar Gleichungen integrirbar sein soll. Da demnach die linken Theile 
der Gleichungen (40.) gleich Null sein müssen, so hat man die Gleichungen: 

1^2« 



(41.) /.:5"'*'^' ^ ^' 



Su'^Xi = 0. 

, 1=1 



Multiplicirt man jetzt die erste Gleichung (38.) mit u^l^ und summirl nach m, 
indem man diesem Index die Werthe 1,2,... 2(ii-jir), 2ii-ik+l, 2ii-ft+2, ... 8« 
giebt, so erhalt man, mit Rücksicht auf die Gleichungen (38.) selbst und auf (41.): 

= "" { tt2(»-*)+l -X2(|^_jt)+i + M2(«-*)-|.2 -X2(„— *)4.2 + • • • + ^hm^k Xj,^^ ] , 

oder auch, da Ji^Hj^^Jf^ verschwindet: 

^ Äf,2(ii-*)+l •'i ""• -Xi(^A)4.i I 
+ tt2(«-»)4-2 } -2 fl/ 2(*-t) 1-2 «i ~-y2(»-.*)+2 j 



+«2—* {.^«.•,21^» »i*^--X2»-* I' 



J*> 



Multiplicirt man statt dessen die erste Gleichung (38.) mit tfl/i und summirt 
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n§€h m, §0 ertah aan eine ibificbe Gleidbimg, in welcher nur statt 

ilie Gri§§eB 

vor den Klnsnern eneheinen. Anf diese Weise erhilt man suceessive Jr+l 
•knlkke Glei ehnn g e n, in welchen die eingeklammerten Grossen jedesmal die- 
selben snd. Es folgt darras, dass diese selbst verschwinden mflssen, d. h. dass 
die erste Gleidnrag (38.) mcb noch für m=2in-k)+i, 2{n-k)+2, ... 2n-k, 
mithin fiberhanpt ffa* alle Werlhe von m gilt. 

Dasselbe wird in genao gleicher Weise von der zweiten Gleichung (38.) 
nachgewiesen, wenn man in den soeben beschriebenen Operationen statt der 
Gleichungen (41.) die aus (39.) fliessenden Gleichungen 

U''\H.^, ,) = 0, üi'\H^^, ,0 = 0, ... U!i'\H.^,.,0 = 
benutzt. 

Und so ist denn äberbaupt nachgewiesen, dass die Gleichungen (38.) 
fDr alle Werthe von m gelten. 

S. 15. 
Definition der Ldsung des Pfaffschen Problems durch ' ^ simultane partielle 

DiflerentialgleichuDgen . 

Das Resultat dieser sehr complicirten Betrachlungen ist nunmehr ein 
sehr einfaches. Denn bezeidinet man durch R das bekannte Aggregat, dessen 
Quadrat der Determinante 

gleich wird, und durch R^ den Differentialquotienten desselben, genommen 
nach a,;*, so giebl die Auflösung der Gleichungen (38.): 

fl...« ., i^„,,,,ä^fl,,,+...+i^i.,,, 

und die *fl titoichimgen , denen die Function H^^ genägeu ninss, 8fai4 
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demnach folgende: 



(42.) 



V ^ ^ dHn-k-{-2 ÖHn-k 



tr«..*-«' 



\ 



^iSk 



BH, dH,. 



dxs 



dx. 



Ä.V.- 0. 



Bezeichnet man also durch (iff) den Ausdruck: 

(43.) (V) = i:s,2a>§^^R,,; 
und durch [y^yfp] den Ausdruck: 

(44.) [-^,,] = i.:s,:s,^^«,,., 

SO dass 

so nehmen die Gleichungen (42^.) die einfache Form an: 

(45.) (fi..-0=o, [Ä:--*,J5r.-*+,]=o, [ff,^*,fl;^,^j=o, ... [j/._,,i5rj=a. 

Die erste Gleichung ist, wie man bemerkt, nichts Anderes als die partielle 
Differentialgleichung, welche dem ersten P falschen System entspricht; und 
dass die Functionen H sSmmtlich dieser Gleichung genügen, ist sehr bekannt 
Aber die anderen Gleichungen bilden ein merkwürdiges System von Beziehun- 
gen, welche zwischen den Functionen H eintreten, wichtig genug sie in einem 
Theorem besonders hervorzuheben: 

Theorem I. 
Wenn man einen Differentialausdruck 

XidXi+ X2dX2'\ ^X2^dX2n 

in der Farm 

M,dH,+M2dH2 + '-+M,dH^ 

darstellt^ so genügen die Functionen H sämmtlich der Gleichung 

h 

muterdem aber noch — ^-= — Gleichungen, welche am der Gteiehvng 



[H^,u,] = o = ±:s,s, 
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hertargekeHy indem num den Zahlen fi und v die Werthe 1, 2, ... • 
beüegt; und umgekehrt kann man dnrdk jede n Fimdianen H, weldke 
dieeen Gkichmngen genügen^ dem obigen Diffierentialanedruek jene Farm 
geben. 

%. 16. 
BezieboDgen swiscben den gefuDdeoeo simnltaneii partielleii Differentlalgleichiuigen. 

Man kann die Ausdrflcke {tp\ [tp^ q>] als OperaHanen auffassen, welche 
mit den Fnnctionen <p, tfß vorgenommen werden« In diesem Falle ist schon 
dadurch, dass diese Operationen ans den in §.5. angegebenen Operationen 

hervorgegangen sind, ersichtlich, dass zwischen den neuen Operationen m 
Ähnlicher Weise Beziehungen obwalten mässen, wie deren im angeführten §• 
zwischen jenen Operationen angegeben sind. Diese Beiiehungen sollen nun 
entwickelt werden; woran sich dann einige bemerkenswerthe Folgerungen 
knüpfen. 

Denken wir uns wieder den Differentialausdruck 

XidXg + X2dX2+***+X2ndXu 

bereits auf irgend eine Weise in die Form 

Fidf,+F2df2+-*+F.df, 
gebracht, so dass identisch 

(46.) JT, = :?Fa-A, 
AlsdUmn ist auch, wie in §.3 (12.) bereits angegeben: 

(47.) a.> = 2 (-g^ ^ -^ ^) . 
Die Gleichungen (38.) nehmen hiemach folgende Gestalt an: 

i^i \ dx^ i^y BXf * dx^ i^i dx. ' } '^^ 
-z;-j ÖF, i^ df, a) df, '-^- SFi m) OB^.^t 



i. 1 I dxm i^i dx. * '»* dxm i^i dx. *>' J dx^ 



2 



N 
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Wenn man aber hier fflr X^ seinen Werth ans (46.) nnd, indem man in den 
Functionen H die F, f als unabliAngige VerAnderliche eingefQhrt denkt, fBr 
-^ den Ansdmck setat: 



öaw ""irAöFi dx^^ dfi dx^y^ 



SO zerfallen diese Gleichungen unmittelbar in folgende: 

Z "'■•' öx. Sf^-' 

Mnltiplicirt man nun immer die erste Gleichung jedes dieser Paare mit -^i- 

dx " 

die zweite mit -^, addirt heide, nnd nimmt dann die Summe fiBr X, so 

kommt: 

^w %'p öx« 



V» 



i) __ ^° vc)ir.-H-» öx. _ öÄj_H2 ax,\ 



«,'*' 



und demnach ergeben sich fOr (v^) und [v^i^] folgende Ausdrucke: 
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Diese beiden Formeln gestatten es sehr leicht, die Beziehungen zwischen den 
beiden Operationssymbolen zu ermitteln. Man erkennt in dem zweiten die^ 
selbe Form, welche in der Theorie der Störungen und der partiellen Diffe* 
rentialgleichungen erster Ordnung eine so grosse Rolle spielt. In Bezug auf 
dieselbe hat Jacobi nachgewiesen, was leicht zu verificiren ist, dass, wenn 
fp, V^ B ^^i S^^^ beliebige Functionen bedeuten, immer folgende identische 
Gleichung stattfindet: 

(49.) [y, [v/, H]}+l^p, [H, v]] + lH, [y, y;]} = 0. 

Es bleibt also nur übrig, zwischen den Operationen (q>) and [(ftiT] nodi 
eine Beziehung aufzusuchen. In Folge der Gleichungen (48.) hat man offen- 
bar, wenn iff und H beliebige Functionen bedeuten: 

oder wenn man eine dieser Gleichungen von der anderen abzieht: 

( = ([V,Ä])-[V.Ä]- 

Dies ist die gesuchte Beziehung. Uebertrfigt man die Gleichungen (50.) auf 
die ursprüngliche Form, in welcher die Operationen (tp) und [%ir} auszu- 
fflhren sind, so gelangt man zu folgendem bemerkenswerthen 

Theorem II. 
Bezeichnet man durch ipy tp, H ganz beliebige Functionen und durdk 
(^), [tpyH] die beiden Operationen: 



t^.«] = i^^^Z"'" 



so finden immer folgende identische Gleichungen Statt: 

IV, [V, Ä]]+tV, IB. 9>]]+[^, [<P, V]] = 0, 

([v,Ä])-[(v),^+[W,y]-[v,^ = 0. 
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§. 17. 

Ueber die Integration des PfaffAchen Systems von gcwöhnlicdien Differential* 

gleichungen. 

Bei der bekannten Behandlnngsweise des Pfaffschen Problems bildet 
die Integration des ersten Pfaffischen Systems, d. h. die vollständige Integration 
der Gleichung {(p)=zO^ nur einen ersten Schritt zur Lösung des Problems. 
Bei der gegenwärtigen Auflösungsmethode kann man es als eine besonders 
ausgezeichnete Eigenschaft dieser Gleichung betrachten, dass ihfe vollständige 
Integration nichts weiter verlangt als die Lösung des Pfaffschen Problems; 
indem die bei diesem vorzunehmenden Integrationen von niedrigerer Ordnung 
sind^ als diejenigen, welche im Allgemeinen zur Integration einer linearen 
partiellen Differentialgleichung mit 2n unabhängigen Veränderlichen noth- 
wendig werden. In der That kann man, nachdem das Pfaffsche Problem 
gelöst worden, sämmtliche Integrale desjenigen Systems gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen leicht angeben, auf welches die Gleichung (^) = führt. 
Nach dem, was in $. 3 entwickelt ist, sind erstlich die Gleichungen 

yi = C|, ^2 = ^2, ... y. = e„ oder 
Hl = C|, Äi = ^2, . . . Ä, = c. 
Integrale derselben. Sodann aber sind, wenn identisch 

(51.) Xidxi+X:täx2+-'+X,,dxr,, = M.dH. + M^dH^+'+M^dH. 
gefunden wird, die flbrigen Integrale durch die Proportion gegeben: 
(52.) Mii M2: . . .:M^ = «i : aj : . . . : a„ 

wo «1, «2, ... a, neue willkfirliche Constanten bedeuten. Denkt man sich 

etwa die Transformation (51.) dadurch hervorgebracht, dass man mittelst der 

Gleichungen 

Äi = c, , Äj = Ci, ... Ä« = c. 

die Veränderlichen x^_^i^ x^^i^ ... a;>, durch Xi, x^^ .. . x^ und Ci, e2, ... c« 

ausdrückt, so hat man an Stelle von (52.) die Gleichungen: 

'"'•• Ar 



'"'*• dx 
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wo l einen willkflrlichen Factor bedeutet Will man diese Elimination nicht 
auafnhren, so kann man die aus (52.) entspringenden Gleichnnfen 



^' = ^»■^+^'-^+-+^. 



m Grande legen. Setst man in diesen 
io gehen sie Ober in 

nnd irgend n von diesen 2fi Gleichungen stellen dann die fehlendmi Integrale dar. 
Aber aus den Gleichungen (49.), (50.) des vorigen f. geht ein Sals 
hervor, welcher, wenn es sich nur um die Integration des erstmi PfafMktm 
Systems handelt, die Operationen noch bedeutend abkOrst Denn beieichnen 
wir durch if, ^'^ H irgend drei Lösungen der Gleichung 

(<P) - 0, 
d. h. irgend drei Integrale des entsprechenden Systems gewfthnlidier Dif- 
ferentialgleichungen, so hat man nach (50.) folgende Gleichongen: 

(IV. «])-[% B] ^0, 

([ir,y])~[ir,9] = o. 



oder anck 






oder endlich 



Die Arn Q^otiealea 

W>^} [^gj [*>»] 
T*r»T' T^fT' T^ 



•bo ■««« UksavfCB 4«r Gkackvaf ^y)=0. oder 
«nie« P ftif s<htm Sx*tmsi mt vtint ktm skk a«f cwci 



Clebsch, über das Pfaffsche Problem. 249 

hangige, und diese beiden können, \Yenn n^ ß^ y >vjllkar]iche Constanlen, l 
einen unbestimmten Factor bezeichnet, durch die drei Gleichungen 

[ip, yPj = ;.«, [vj, H\ = kß, [H, (p] = ky 
dargestellt werden. Auf diese Weise erhalt man aus drei Integralen des 
Systems zwei neue durch blosse Differenliationen; und indem man wieder 
diese neuen Integrale mit den ursprünglichen verbindet, im Allgemeinen das 
ganze System von Integralen, welches das System erfordert. 

Aber in der That ist bereits aus zwei Integralen im Allgemeinen 
das ganze System der Integrale durch DiiTerentiation abzuleiten. Denn sind 
y = Const., v/=Const. irgend zwei gegebene Integrale, deren linke Theile 
die rechts vorkommenden Conslanten nicht mehr enthalten, so ist nach (50.)? 
da {(f) = und (v) = ist, 

(53.) • = ([y,V^])-[r^V']. 
Aber wenn man ferner in der Gleichung (50.) [(/>, xp] an die Stelle von % 
ip an die Stelle von H setzt, kommt: 

oder, indem man auf der linken Seite (53.) benutzt: 

(54.) = {[[cp, vo, y^])'-'H[<p> v^]. v^]- 

Multiplicirt man endlich (53.) mit 2[[r/^, (//], y], (54.) mit [(p.ip]^ so kann 
man der Differenz die Form geben: 

Es ist also auch 

n?i%a = const. 

['r> VJ 
ein Integral des Systems, und also auch ebenso: 

il!p^\ß = Const. 

ein weiteres Integral. So kann man also aus zwei bekannten Integriilen im 
Allgemeinen immer zwei weitere, und so allmälig das ganze System von In- 
tegralen ableiten. 

In besonderen Fällen kann es allerdings eintreten, dass die neu ge- 
wonnenen Integrale entweder illusorisch werden, oder nur in Combinationen 
der ursprünglichen übergehen. In diesem Fall ist es dann nicht möglich, 
sammtliche Integrale des Systems aus den gegebenen abzuleiten. Aber dann 
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leigen sich hiiifig andere Yortheile, die man ans den gegebenen InlegnIeB 
ziehen kann, indem dieselben eben dann zur Rednction des Pfmfidkem Fro- 
blemt besonders geschickt sind. Ich begnüge mich hier anf diese bemerkens- 
werthen Verhiltnisse, welche eine nähere AnsfQhmng yerdienen. hingewiesen 
WH halben, nnd fasse nur noch die oben entwickelten Resultate in folgendes 
Theorem zusammen: 

Theorem III. 
Wemm man irgend drei Integrale des ersten Pfaffscken Sgsiems kemmi, 

wo a, ßy y willkürliche Comtante sind^ welche in q, t^'. H nichi r4»r- 
kommen, so gehen im Allgemeinen die Gleichungen 

[V> B] : [//, y] : [y, V']' = a:b:c 
iwei nene Integrale des Systems; und durch Cambinaiian derselben mki 
den gegebenen kann man im Allgemeinen sämmtliche Integrale des Sgsiemu 
aus den gegebenen drei Integralen ableiten. Aber schon wenn zwei In- 
tegrale ip^Const.y tf;=Cottsf. gegeben sind, finden sieh, freUieh minder 
einfachy zwei neue Integrale 

Xij^^^ = Const., 

%3M- = Const., 

und aus denselben im Verein mit den gegebenen im Allgemeinen alle Im- 

tegrale des Systems. 

Dieses merkwürdige und wichtige Theorem ist offenbar eine Ver- 
allgemeinerung des berühmten Satzes, welchen Poisson in der SlörungsUieorie 
gefunden, und dessen Bedeutung Jacobi gewissermassen entdeckt hat. nm ihn 
in der Dynamik zu yerwerthen. 

Noch voUstindiger aber findet sich die Eigenschaft des djuamkdien 
Systems wieder bei der zweiten Form von Gleichungen, auf welche die vor- 
liegenden Untersuchungen geführt haben. Bezeichnen wir durch U eine ganz 
beliebige Function, und bilden den Ausdruck 

»o stellt diese Gleichung eine lineare partielle Differentialgleichung eraier 
Ordnung dar. von welcher eine Lösung bekannt ist, nämlich 

y - t/. 
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Kennt man aber zwei weitere Integrale derselben^ y; und H, nnd benutzt man 
die identische Gleichung (50.) in der Form: 

welche sich der Voraussetzung gemäss auf 

[[H, V'], l^J = 

reducirt, so erkennt man, dass auch [H, yi] eine Lösung der vorgelegten Dif- 
ferentialgleichung ist; und indem man diese neue Lösung mit den ursprünglich 
gegebenen verbindet, um abermals neue Lösungen darzustellen, gewinnt man 
das folgende 

Theorem IV. 
Ist U eine beliebige Function^ und kennt man irgend zwei Lösungen \py 
H der Gleichung 

[<f, U] = 0, 

so kann man aus diesen im Allgemeinen alle Lösungen dieser Gleichung 
ableiten, indem man zunächst den Ausdruck 

sodann ähnlich Combinationen dieses Amdrucks mit tp und H bildet u. s. w.; 
sämmtliche Atisdrücke, welche man auf diese Weise erhält, sind Lösungen 
der vorgelegten Differentialgleichung, 

Man sieht, wie die Gleichung [(p, 17] = trotz ihrer sehr allgemeinen 
Form dennoch vollkommen denjenigen Charakter bewahrt, welchen man in 
dem speciellen Falle der dynamischen Gleichungen seit langer Zeit erkannt 
hat. Es mag genügen, an diesem Orte auf diese merkwürdigen Beziehun- 
gen hingewiesen zu haben, durch >velche die bisher speciell gefassten Re- 
sultate der Dynamik mit einem sehr allgemeinen Probleme in Verbindung 
gesetzt werden. Aber es Idsst sich auf dieselben auch eine neue und eigen- 
rhümliche Lösung des Pfaffsch^n Problems gründen, deren Darstellung der 
Gegenstand einer zweiten Abhandlung sein wird. 

Carlsruhe, den 28. September 1860. 
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Die Lameschen Functionen verschiedener 

Ordnungen. 

(Von Herrn E. Heine in Halle.) 



JLlie Herausgabe des Handbuches der Kugeiruuctionen *), in welchem 
der grössere Tbeil der bisherigen Untersuchungen über diesen Gegenstand zu- 
sammengestellt wurde, gab Veranlassung zu einer wiederholten Durchrorschung 
dieses Gebietes. Schon vor Beendigung des Druckes zeigte sich, dass die 
Resullate des §. 90, in welchem Ober den Zusammenhang der Lameschen 
Functionen erster Arl E mit denen zweiter Art F gehandelt wird, richtig 
gedeutet (mau vergl. unten Hl, §.8), für diese Functionen eine Anzahl der 
schönsten Eigenschaften geben, welche bisher nur den speciellen Kugelfunctio- 
nen P und Q zuzukommen schienen, aber einer allgemeineren Auffassung der 
Lameschen Functionen zur Grundlage dienen können, so dass man in ähnlicher 
Art von den bisherigen Lanieschen Functionen zu Functionen höherer Ordnung 
gelangen kaim, wie man von den Kreisfunclionen zu den elliptischen Integralen 
nnd den Abekchen fortschreitet. Kur noch im Inhaltsverzeichnisse des Hand- 
buches konnte eine Andeutung hiervon gegeben werden; was sich damals 
herausstellte und durch weitere Arbeiten eine bestimmtere Gestalt erhielt, bildet 
den Gegenstand der vorliegenden Abhandlung, — eine Fortsetzung des dritten 
Kapitels im zweiten Theile des erwähnten Buches. 

Im Folgenden wird die dort gebrauchte Bezeichnung für alle wesent- 
licheren Functionen benutzt, aber bei den Buchslaben E und F die frühere 
Stellung der Indices, welche aus Rücksicht auf die Bequemlichkeit des Druckes 
gewählt war, vertauscht, so dass der früher untere Index jetzt der obere ist 
und umgekehrt. £ine Verweisung auf das Handbuch soll hier durch Hb. ge-* 
schoben; man \\ird dasselbe, auch da citirt finden, wo es sich nicht um Stoffe 
handelt, die zuerst im Hb. verarbeitet wurden. 

Die Lameschen Functionen E^^Xx) und F^"^(a:) sind, wie man weiss, 
(Hb. §. 80 und 90) Integrale der Differentialgleichung 



*) Berlin bei Georg Keiiner, 1861. 
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wenn man 

, dx 

du = 



gesetzt hal^ und b, Cy n positive Coustante, letzteres eine ganze Zahl bezeichnet. 
Auch X ist eine Constanle, welche ausser von b und c nur noch von n ab* 
hängt. Für jedes n exisliren 2» + l Werthe x, welche Wurzeln gewisser 
Gleichungen sind, und der Differentialgleichung (a.) den Charakter erlheilen, 
dass das eine zu dem betreffenden x gehörige Integral E^*\x) eine ganze 
Function n**'" Grades von x, y^x^—b' und yfx^^ wird. (Hb. §. 79 et seq.). 
Dasjenige Integral, welches eine ganze Function dieser Grössen vom «**" 
Grade ist, wurde Lamesche Function erster Art genannt, während dem anderen, 
Fy welches fftr o? = oo verschwindet, der Name Function zweiter Art beige- 
legt war. Für jedes n exisliren also (2ä + 1) Functionen erster Art E; zu 
jedem E gehört eine Function zweiter Art F, so dass für jedes n auch (2«+!} 
Functionen zweiler Art auftreten. Diese Functionen E und F, sie mögen 
also erster oder zweiter Art sein, sollen jetzt Lamesche Functionen der zweiten 
Ordnung heissen. 

Lamesche Functionen erster Ordnung werden nämlich die Integrale der 
Gleichung 

genannt, wenn man 

, dx 

du = -7-T r 

setzt. Macht man 6 = 1 und a: = cos(/), so werden Integrale von (6.) 

W=^cosn(p; }V=Binn<p, 



ganze Functionen n'^" Grades von a: = cosy und yl—x^ = shi(p. Diese In- 
tegrale mögen als Functionen erster Art betrachtet und deshalb wiederum 
durch den Buchstaben E bezeichnet werden, während F auch hier das Integral 
;^trei7er ^r/ vorstellt, dasjenige nämlich, welches für a; = oo verschwindet 
(M. vergl. unten II.). 

Wird in der Gleichung (a.) die Constanle b gleich c, oder besser 
werden beide gleich 1, so verwandelt sie sich (Hb. §.82) in die Differential- 
gleichung, welcher die Kugelfunctionen und ihre Zugeordneten, F% Q% P^^ 
Qm genügen; die E und F zweiter Ordnung gehen also für diese spl^cieilen 
Werthe der Constanlen in die P und Q über. Es sind daher die Kugel- 
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fnnctionen nicht Functionen von niedrigerer Ordnung als die bisher schlecht- 
weg Zrom^sche Functionen genannten, d. h. sie sind nichl von einer geringeren 
als der zweiten Ordnung, sondern es sind die Pix) und Q{x) Functionen 
zweiter Ordnung für specielle Werthe der Constanten b und c. 

Functionen dritter Ordnung bildet man in ähnlicher Weise als Integrale von 

du = 



wenn die Conslanlen ;?, und y,^ für jedes n (durch gewisse Gleichungen) so 
bestimmt sind, dass je ein Integral von (c), welches zu diesen Werlhen von 
;f, und X'i gehört, eine ganze Function n**" Grades von x und den Owa^rot- 
wurzeln ]V— a';, ya:^— 6-, yV—c^ wird. Solches Integral mag wieder Function 
erster Art heissen und durch E bezeichnet werden. Die Definition und Be- 
zeichnung der Function zweiter Art für diese dritte Ordnung wählt man ent- 
sprechend den Festsetzungen für die niederen Ordnungen, d. h. die Function 
zweiter Art ist diejenige Lösung, welche für a? = oo verscWindet, und wird 
durch F bezeichnet. 

Functionen höherer , der (iw+l)*"" Ordnung beziehen sich auf die Dif- 
ferentialgleichung 

wo duj den früheren Definitionen entsprechend, verallgemeinert ist, nämlich 

dx " — ._- ^.— .« 

so dass -j- das Product von (m+1) Quadratwurzeln }/a?^--a^, yx^—b'^, etc. 

wird. Man unterscheidet auch für sie Functionen erster und zweiter Art. 

Alle Functionen höherer Ordnung reduciren sich für specielle Werthe 
der Constanten, nämlich fBr a = 6 = c=etc., auf einfachere Ausdrücke, die 
also gewissermassen als Kugelfunctionen P und Q höherer Ordnung zu be- 
trachten sind. 

Die Abhängigkeit der Funciionen J^*^ von ihrem Argumente x kann 
also als Yerattgemeinenmg der Abhängigkeit der Function cosng> von dem 
Argumente cos(p = x aufgefasst werden, und zwar tritt die Art der Verall- 
gemeinerung vorzugsweise in den Eigenschaften zu Tage, welche man l>ei 
den Cosinus der Vielfachen^ also den Functionen erster Ordnung aufzufassen 
hat, wenn man Functionen einer Veränderlichen in Reihen, die nach ihnen 
fortschreiten, d. h. in trigonometrische Reihen entwickeln will. (Man weiss. 
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dass im Allgemeinen Functionen zweier Veränderlichen nach Lami»chen Pro- 
ducten entwickelt werden können.) Diese beruhen auf dem Satze, dass 



/ 



cos m(p cos n<pd(p 

1) 

verschwindet^ wenn tn und n positive ganze Zahlen vorstellen, und n — m 
grade ist, oder dass 

n 

(rf.) / cos'^ (p COS n(pd(p =- 0, 

u 

wenn noch ausserdem n > m. Für die speciellen Functionen zweiter Ord- 
nung, die P^ kennt man das Entsprechende des ersten Satzes (Hb. §.52), 
indem für diese 

f'p;{x)P;{x)dx 

verscbwindet, sobald m und n verschieden sind. Auch das Entsprechende 
des zweiten Satzes ist bekannt, wenn auch direct nur für die Function P;; 
im Hb. in der Formel des §. 63. 

(c.) /VPS(a;)cte = 0; (i»<») 

aufzufinden. Das Entsprechende beider Sätze wird man im Folgenden auch 
für die allgemeinen Functionen zweiter und höherer Ordnung entdecken; die 
Verallgemeinerung des ersten Satzes ist für die zweite Ordnung in der be- 
kannten Formel (Hb. §. 88) . 

enthalten, die des zweiten Satzes noch nicht ausdrücklich augegeben. Beide 
Sätze werden unten nach einer für Functionen aller Ordnungen gleich blei- 
benden Methode abgeleitet. 

Der Satz über das Verschwinden des Integrales (e), welches P enthält, 
verschafft bekanntlich als unmittelbare Folgerung di^ Darstellung eon P^{x) 
durch einen n'"* Di^erenHalquotienten (Hb. §. 6a, p. 164— 166); unten wird 
gezeigt, dass das Verschwinden des Integrales (cQ, welches die Function 
erdter Ordnung cos n(p enthält, durch dieselben Mittel sich nur als Ausdruck 
der /oco&f sehen Formel erweist, w^elche cos n(p in ^nen n^""" Differential- 
qiiotienten umgestaltet. Man wird sehen, dass ähnliche Formeln filr die 
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Functionen aller Ordnungen existiren, die zwar noch nicht die wfinschens- 
werthe Einrachheit besitzen, deren Ableitung aber nicht unterblieb, um zu 
weiterer Durchforschung einzuladen. 

Seil der Arbeit von Gauss über mechanische Quadratur kennt man 

einen Satz, der P'''(x) und Q^ix) in Zusammenhang mit log— ^ bringt 

(Hb. §. 64). Den einrachslen Ausdruck für denselben gewinnt man, wenn 
man sich den I^garithmus in einen Kettenbnich von der Form entwickelt 
denkt ^ in welcher in der Abhandlung von Gauss Ober die hypergeometrische 
Reihe die Kettenbrüche für Quotienten hypergeometrischer Reihen, im speciellen 
Falle für solche Reihen selbst auflrefen. Es ist dann P*{x) der Nenner eines 
Näherungswerthes des Logarithmus, ()" {x) der Rest, das Wort so genommen, 
wie es Hb. §. 64 geschah. Steig! man zu den Functionen * erster Ordnung 
herab, so entdeckt man die entsprechende Reziehung zwischen den Functionen 
erster Art (oder cosny), denen zweiter Art und dem Kettenbmcke für (1— a:*)"^ 
Sie ist nicht neu, sondern bereits in den allgemeinen Formeln enthalten, welche 
den Nenner, Zahler und Rest der Näherungswerlhe angeben, die sich auf die 
C/r//wi?chen Keltenbrüche oder auf deren Verallgemeinerung beziehen; dieser 
specielle Fall ist übrigens in der Abhandlung, welche über jenen Gegenstand 
handelt*), nicht ausdrücklich hervorgehoben worden, da dort seine weitere 
Verfolgung kein besonderes Interesse darbot. Erhebt man sich zu den all- 
gemeinen Functionen, so wird eine ahnliche Beziehimg zunächst z\\ischcn 

den Functionen J? und F zweiter Ordnung- erhalten, wenn man nicht log — '—r 

" X — I 

oder (1— x^^""*, \\\e in obigen Fallen, sondern ein elliptisches Integral erster 
und zweiter Classe in einen Kettenbruch entwickelt. Zweckmässiger für das 
Folgende ausgedrückt, ist die in einen Kettenbmch zu entwickelnde Grösse 
die Snmme zweier ganzen elliptischen Integrale dritter Gatttmg 

wenn a eine gewisse Constante bezeichneL Allgemein, bei den Functionen 
fii-f 1"' Ordnung treten in ahnlicher Art die Grössen J5"(jp) und F"(a?; mit 
der Summe von iw-f-l ganzen Ahelschen Integralen in Verbindung. Ist u die- 
selbe Grösse, welche sie in der olien stehenden Differentialgleichung dieser 



*) Dieses Joiininl, Bd. Ö7: Uel>er die Zäliler und Nenner der N&herungswerthe 
von Kettenbruclun. 
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Functioneii darstellt, und yerwandelt sich uia U, wemi man x mit a vertauscht, 
so ist die Qrö$$e^ welche im einen Kettenbmch entwickelt werden muu, für die 
Fmictionen (m+1)^ Ordnung 






wenn a^ /9^ etc. gewisse Constante yorstellen. 

Diese Resultate werden in der Al»handlung abgeleitet. Der erste Ab-- 
Mckmtt giebt einen allgemeinen Satz Aber lineare Differentialgleichangen , der 
noch weiterer Ausdehnung fühig, aber nur in der Allgemeinheit abgeleitet ist, 
welche unser Zweck erfordert. Dieser Sats ist das Fundament des Ganzen 
und die flbrigen Theile der Arbeit enthalten im Wesentlichen nichts anderes 
als die Deutung des allgemeinen Resultates in speciellen Fällen, nämlich bei 
den Differentialgleichungen fflr die lomeschen Functionen. Der »weite Ab-- 
Mck§itt erlSutert die Methode an den Functionen erster Ordnung; der dritte 
AbichnUt giebt die Theorie der Functionen zweiter Ordnung, während der 
rterfe Absckmtt, nicht viel mehr als eine Wiederholung der früheren Methode, 
sich kurz mit der dritten Ordnung bcschfiftigt^ und nur Hindeutungen enthalt, 
die genflgen werden, um zu zeigen, dass bei den höheren Ordnungen sich 
Alles in gleicher Weise gestallet. Dieser Abschnitt wird noch weiterer Be- 
arbeitung bedflrfen, indem man noch nicÜt mit hinreichender Klarheit das Detail 
bei den Functionen von der dritten und höheren Ordnung übersieht. So war 
ich z. B. bisher noch nicht im Stande, bei gegebenem n genau die Anzahl 
der Functionen E''{x) in diesen höheren Ordnungen anzugeben. 

Es lag nahe, die neu gewonnenen Functionen in ähnlicher Art auf die 
Integration partieller Differentialgleichungen anzuwenden, wie es bis jetat mit 
den allgemeinen und speciellen Functionen zweiter Ordnung geschah. Dieser 
Theil meiner Untersuchungen soll in einer anderen Arbeit ausgeführt werden, 
wenn er erst sorgfütiger durchforscht und die Möglichkeit gewisser Ent- 
wicklungen, welche bisher vorausgesetzt werden musste, bewiesen ist. Auch 
aus ihm scheint hervorzugehen, dass die jetzige Einttmliing ond Erweiterung 
der loiMdschen FonctioBra eine sachgemSsse ist. Ud>er dra Inhalt dieses 
zweiten Theiles soll hier voriftufig noch Folgendes bemerkt werden: 

In den Ausdruck 

JouruAl dir Il4theiii«ak Bd. LX. Haft B. 33 
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Wfekher bekonntli(;li der Glelchnng 



gi^nflgt, laixe man 

y « r$in(p2C0B(pi^ b = (^sin^acos^i, 

Dfinii verwandelt ilch T in eine andere Form; entwickelt man es in dieser 
nach auMoigenden Potenien von r, so hat man als Coef&cienten von —:fY' 
liuN Olled /^(e), wo 

e =3 cos ^100802+ sin 9>2 sin ^ cos (9>i—0i) 
genolftl int. Die Grösse /^(e) Iflsst sich^ wie man weiss (Hb. §.67) in eine 
Rallia von Gliedern entwickeln, die nach und y symmetrisch sind. Jedes 
Glied iit| wenn man der Kflrse halber nur beachtet, wie die 9 vorkommen, 
t^iu Pruduet ms awei spociellen loM^chen Funelionen; die eine von ihnen 
liAuirt von ifi ab, ist von der sweiten Ordnung, also eine Kugelfimction, und 
gehört in n. wAhrend der andere Factor^ welcher von q>i abhingt, nur auf 
die ertite Ordnung steigt, also cosffi9>i odw sinai^i ist, und in den verschie- 
denen Gliedern au 0, 1, 9, etc., endUdi lu • gehört. 
Seilt man in 

r < 

welches bekanntlich der Gleichung 

jr ^ rcosyq,^ m^ftQS$^y 

jt^ — t^f^twf^i y etc. j 

X, - r$inf)$iny^$uiyi^ 
«i^ h^v\ die Kutwkkelwg von T wmA PirttMcn tm r aaf «a Agfttgil ab 
ru^ftlclf^uti^ii xsMi r\ weiches^ de« M he rtn ^\y} «ifcykit,. wm 
«hi^tich^ KvMW Wrte^ge« UtesI wie ^v^^^ E» ist fi«i«$ Aggiffil 
i^^r^siivl^ u^^ <^ iMd #^ uftd leffttb in GSeder. fi^ ^^ in dbtt Fa 
k^hiNi. Jedw diecmr P^^temi irt nfliirli 
e4iM^ I^MH^IilM dMMw (MaMf S(9tt 9^^ ceMit 
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zweiter Ordnnng von y^, gehört successive zu 0, 1, 2, ... a; der dritte, eine 
Function erster Ordnung von ^j , gehört ebenso der Reihe nach zu 0, 1, 2, ... n. 
Man wird das bisher Gesagte leicht auf die Ent Wickelung von 

T- * 

flberiragen. 

Fährt man statt der obigen Coordinaten ^1, 92 elliptische Si, «2 ein 
(Hb. §.76), so wird P*(f>) ein Aggregat von Gliedern (Hb. §. 91), deren 
jedes JSi und «2 ^ der Verbindung JE* (j5|)JS* («2) enthält, wo die £ beide die- 
selben allgemeinen Functionen zweiter Ordnung sind. In dem nächst com- 
plicirteren Falle wird durch Einfahrung ähnlicher Coordinaten Si^ «2, js, die 
Grösse, welche P*{f>) entspricht, s in der Verbindung £''(äi)jB*(ä2)£''C*3) 
enthalten, wenn alle drei Functionen E dieselben von der dritten Ordnung 
vorstellen, — allerdings unter der noch unbewiesenen Voraussetzung, dass eine 
hinreichende Anzahl verschiedener E" in dieser Ordnung existirt. Für den 
allgemeinsten Fall ist das Resultat ohne weitere Hinzufügung zu übersehen. 

Indem wir nun zur Ableitung der oben erwähnten Resultate äbergehen, 
wollen wir, um vollständige Symmetrie für die verschiedenen Fälle zu erzielen, 
die Differentialgleichungen (a.) bis (c.) nicht in der aufgestellten Form sondern 
in derjenigen betrachten, welche sie annehmen, wenn die Grössen du im 
Nenner nicht ein Product von Quadratwurzeln wie ] x'— a^, ^x^—b^^ etc. son- 
dern wie ^x—a^ ^x—ß enthalten. Durch bekannte einfache Substitutionen 
wird man immer von der einen Form auf die andere Icommon können. 

L lieber lineare DifferentialgleichuDgen. 

§. 1. Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung, um unsere 
Untersuchungen nicht zu weit auszudehnen, nur von der zweiten Ordnung: 

(!•) V(x)-^+;f(x)-^+^(x)lf = 0. 

Es sollen hier V^(a?), xip^) ^^^ ^{^) ganze Functionen von x vorsteilen, und 
f{x) ein Integral von (1.) bezeichnen; wir beschäftigen uns mit der Darstel- 
lung eines zweiten Integrales derselben Gleichung. 

Setzt man = «, so wird -5— = — -5—? und man Erhält sofort 

33» 
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Diese Gleidrang molUplicire man mit f{%) und inteprire, Torlintg ttbestfust, 
nach s; seist nan noch inr AbkOramig 

80 wird dann die linke Seite 

(•0 = v(^)-^+;c(*)-s-+*(*)''» 

nnd die ihr glelehe reohta^ ntohdea man doreh TkeQo fariegifai hat, 

vW[A»)^-»r(»)]-;c(*)A»)e 

+/[v(«)r(«)+;f(»)r(*)+*(«)/(»)]t»rf». 

Unter dem Integrale sette man für V'(x), x (^) «nd ^{x) resp. [v<«) — V^s)]+^(«)t 
[X(«)-X(«)]+Z(«) uo<I [^(^)-^(«)]+^(«); berficksiehtigt man denUnwIuii, 
dass f{x) eine Lösnng von (1.) ist, so verwandelt sich dann das Integral in 

/[(v(*)-v(»))r(»)+(;c(*)-/(»))r(»}+c^(«)-*(»))A*n«A. 

wiederholte Integration dnrch Th^ie Terfndert vorvtehraden Anadradi in 

(v(«)-v(»))t»/"(.)-r(»)i-[(y(^)-v(»))<']+OfCa?)-x(»})»/(*) 

80 dass, wenn man Alles vereinigt, (a.) gleich einem von der htegraÜM 
freien Theile 

(6.) = -[er(»)vC»)-A»)i-[*y(»)]+«';c(»)/(»)]. 

vermehrt um das Integral 

wird, wo tur AbkArrang 

y ^ a| ry(*)-y(») j d pcx)*-y(,) -i ^ [ -t»(x)-»(») i 

geietit ist, 90 imm V «tue ^mue Fumeticm wm « mmd » Ifioinhiif Dar 
Awdnick (6.) lissl sich übrigens noch in 

iQsammeniiehen. Wir haben also die Gleidrang 

(e.) (*) « (*.)+/VA«)At 
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§. 2. Wihll man fOr die Integration nach % solche Grenzen Xi und fl*s, fQr 
welche die Grösse (6.) verschwindet, so vereinfacht sich die Gleichnng (e.) sn 

(a.) =/''!F/(.)rf,, 

wenn a?i nnd o^ von o? nnabhingige Werlhe bezeichnen. yoHstflndiger aus-*- 
gedrfickt wird also dann 

■»I 
der Differentialgleichung 

genOgen. fftr untersuchen nun die ßeichaffenkeii iolcher von x unabhängigen 
Wefthe 0^19 ^, etc. die für % gesetzt {h.) verschwinden lassen. 

Soll (6.) für einen festen Werth Xi von js^ und zwar bei jedem Werthe 
der in ((.) vorkommenden Grösse x (unabhängig von x) verschwinden, so ist 
erforderlich nnd hinmchend, dass die zwei Gleichungen, in welche {b.)^0 
zerfallt, erf&IIt werden 

(a.) ip{x,)f{x,) ^ 0, 

Diese können nur von solchen Grössen Xi erfüllt werden^ wehhe 
Wurzeln van tp{x)c=tO sind. Es verschwindet nflmlich wegen (a.) entweder 
f{xi) od«r tpixg) oder beide zugleich. Verschwindet f(xi) allein, nicht auch 
^{xi)^ so wird zwar (a.) erfOUt, aber (ß.) verlangt, dass aneb /'(i^j) ver- 
schwindet. Aus (1.) folgt dann nnmittelbar, dass auch /'''(^) Nnll wird, und 
indem man (1.) mehrere Male hbA w differenliirt, dass jeder DifferentidquotieiA 
von f{x) lllr ar » a^i verschwindet, was unmdglieh irt. 

Liegt die Differentialgleichmig (1.) vor, und kennt man ausserdem f{x) 
oder wefnigBtens f{xi)^ ^(^iX A^)) ^^^ ^ ^^^ ineislen FAllen geiiflgt eine 
ungefähre Keüntniss), so wird man nun durdi (a.) und {ß.) erfahren, weldie 
Werthe, also welche Wurzeln von V^(a;), die Grösse (fr.) zu Null machen. 
Wir fragen aber, um in die Natur des Gegenstandes einzudringen, allgemein 
wie die Functionen x ^^ ^ beschaffen sein müssen, um (6.) verschwinden %u 
lassen, wenn f&r is, wegen des soeben gefundenen Satzes, nur Wurzeln von 
\lf{x)^0 gesetzt werden, oder, was dasselbe ist, damit eine Wurzel 9% 
von V'C») » die Gleidiungen (a.) und {ß.) erf&lle. ZnnAchst ist klar, dasi 
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es hierbei nicht auf & sondern nur auf x ankommen wird. Wir betrachten 
den Hauptfall, in welchem rp(x) keine gleichen Wurzeln hat. 

Es können zunächst Wurzeln r von rp(x) auftreten, für welche f(x) 
weder verschwindet noch unendlich wird. Aus (ß.) folgt, dass solohe nur 
und immer die verlangte Eigenschaft besitzen, so oft für sie die Gleichung 
besteht 

wenn man nur annimmt, dass f'{x) für x = r gar nicht unendlich wird oder 
wenigstens mit (x—r) multiplicirt für x = r verschwindet. 

Es können ferner Wurzeln q von ip(x) auftreten, für welche f{x) 
verschwindet; es mag f{x) wie {x—qY für a? = ^ verschwinden, d. h. gleich 
{x'-qYG{x) sein, wo G{q) weder verschwindet noch unendlich ist. Auch 
{x—q)G\x) soll für x=^q verschwinden. Dann folgt aus {ß.) die Gleichung 

. x{q) = {}-m)xp\q). 

Macht endlich die Wurzel ]? von ^/(x) die Function f{x) unendlich 
wie {x—py^ d. h. ist {x'-qYf{x) für a: = 5r endlich und nicht Null, so 
setze man f{x)='{x—p)'"^G{x) und findet aus (/?.) 

X{p) = {\+mW{p). 

Um für die spfileren Anwendungen unnütze WeitlauGgkeiten zu ver- 
meiden, wollen wir von hier an nur den Fall betrachten, der allein für 
uns von Wichtigkeit ist, in dem m = ^ ist, in denen also die Wurzeln von 
^(x)=0, die fix) zu oder oo machen, dieses thun wie eine Quadratwurzel. 

Kommen Wurzeln von allen drei Arten in xtf{x) vor, zerffiUt also yp{x) 
in das Product dreier ganzen Functionen rpi(x)^ V'iix)^ V^j(^)) so ^^^ <^^ 
Wurzeln der ersten wie oben p beschaffen sind, d. h. ({x) wie eine Quadrat- 
wurzel unendlich machen, die von V^aC^) dagegen f{x) wie eine Quadratwurzel 
verschwinden lassen, für die Wurzeln von V'3 (^) 'zuletzt f{x) endlich und 
von Null verschieden bleibt, so verschwindet daher (6.) nur und immer für 
alle «> welche Wurzeln von \p{x) sind, wenn /(a?) die Form hat: 

oder dieses vermehrt am \i)(x)rxi9\ einer beliebigen ganzen Fnnclion von x. 
Da die rechle Seile von (y.) eine ganze Function von niedrigerem Grade als 
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\p{x) ist, 90 wird sie zugleich die einzige Function x{^) sein, die von nie^- 
drigerem Grade als rp{x) ist und für sämmtliche z, welche Wurzeln ym 
^(x)~0 sind, den Ausdruck (6.) zu Null macht, wenn Ober die Lösung f 
nur vorausgesetzt ist, dass sie in der oben angegebenen Art oder oo werden 
soll. Wir beschäftigen uns im Folgenden nur mit Gleichungen, in denen x(^) 
die Form (/.) besitzt, und wo es noch nicht diese Form hat, reduciren wir 
die vorgelegte Gleichung durch eine geeignete Substitution auf diese Form. 

Anmerkung 1. Man hätte allgemeinere Resultate gefunden, wenn 
man am Anfange des §. 1 mit der Grösse (x—zy ebenso operirt hätte, wie 
es dort mit u = geschah. Im §. 2 hätte man dann zu den constanten 

X — s 

Grenzen Xi^ X2^ etc. noch die veränderliche Grenze x hinzufugen können. 

Anmerkung 2. Der Fall, in welchem ^(o?) gleiche Wurzeln besitzt, 
lässt sich auf den früheren zurückführen. Ist a: = r eine mfache Wurzel von 
V/(jr), und f{r) weder noch oc, ist auch f'{r) nicht oo, so folgt aus (/?.), 
dass (6.) nur dann für z=^r verschwinden kann, wenn x(^) ^i® Wurzel x==r 
I»— Imal enthalt, also aus (1.), dass auch ^{x) diese Wurzel w— Imal ent- 
halten muss. Die Gleichung (1.) wird also nach Division durch (a?— r)*^* auf 
den früheren Fall zurückgeführt. War x = q eine mfache Wurzel von ip{x\ 
für welche auch f{x) verschwindet, und ist dies von der Form 

fix) = (x^qYGix), 
wo G(q) nicht verschwindet und nicht unendlich wird, so kann man statt der 
Differentialgleichung (1.) die füi: G{x) betrachten, die leicht zu bilden ist, und 
in der q die Rolle spielt^ welche so eben r zukam. Aehnlich verhält es sich 
mit Wurzeln, die den Charakter der p tragen. 

§. 3. Die Gleichung (1.) lässt sich durch eine lineare Verbindung 
von Ausdrücken wie /u integriren, wenn, wie wir jetzt annehmen wollen^ der 
Grad von & wenigstens um zwei Einheiten geringer ist als der yon y^. 

Es sei yf{x) vom iii+2**" Grade, also /(a?) und &{x) resp. vom 
(höchstens) m+V^" und m*"; es ist dann V nach ar und ä vom m—1*'" Grade. 
Die Wurzeln von y^{x)y die wir uns (s. oben) sämmtlich verschieden denken, 
mögen Xi, ar^, ... x^.^2 heissen. 

Man ordne V nach Potenzen von s in die Reihe 

in welcher die a von z unabhängige Grössen, die aber noch ganze Potenzen 
von X enthalten, bezeichnen. Setzt man nun fAt jeden ganzen Index p und 
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q von p » bis p^m imd von q^O \ä% q^ m—l (In s« ist q Exponent, 
nicht Index) 

wodurch also J, dne Fnnetion von x allein, jedes e eine Constante wird, so 
hat man ein System von CHeichnngen 

und xwar im Chmien ii»+l Gleichungen, weil p so viele Werthe annimmt. 
Man bezeichne nun die Detenninanten eines Systeme^, welches aus 

C[| Co • • . l-o 
fi Ci ... ti 

m • • • 

• • • . 

• • • • 

durch Fortlassen resp. der ersten, sw^eiten, etc. leisten Horizonlalreihe ge^ 
bildet werden, mit den Ablieben Vorseichen, durch Co, Ci, ... C«; dann wird 
bekanntlich fttr jeden Index g 

alio 

(2.) u = c;,/o+c,/,4— +a/, 

ein Integral ton (1.). Sollte /(:r) fbr x = co nicht verschwindtt, so wird 
man, wenn f{x) in den Integrationsgrenzen Xi biä x^^., nicht unenWch ¥ird, 
sicher ein von f{x) versdiiedenes Integral erhallen haben, da jedes / fftr 
a* = oo verschwindet. 

Die Determinanten C lassen sich übrigens ziemlich dnfach ausdrftckra. 
Setzt man zur Erlefichtemng der Darstellung in diesem Paragraphen fest^ 
dass eine Veränderliche ir, nach der von x^^i bis x,+^ integrirt wird, js, 
heisse, so wird der obige Werth von c^*^ sich also auch 

4») =/(s,)YWrfs, 

schreiben lassen. Bekanntlich ist die Determinante 

1 S| S| • • • S| 

• • • • • 

• • • • . 

• • • • . 

1 JS »^ . *"" 
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gleich dem Producle 

(«2-*l)(«3-»l)-..(«m-«l) 
(«3-"Ä2)...(Äm-«2) 



welches 11^ heissen mag, weil in ihm z nicht mit dem unteren Index ver- 
sehen ist, während das entsprechende Product, dem der untere Index /i fehlt, 
statt dessen der Index eintritt, U^ sei. Alsdann hat man 

wenn unter dem vorstehenden m fachen Integrale sowohl ^(js^) als auch dZp fehlt. 
Setzt man diese Ausdrücke in (2.) ein, und macht 

IT = («1-»u)(22~«u)..-(ä^~Äü) 
(«2-«0*.-(«m-«l) 



(««~Ä^,), 

SO ändert sich (2.) schliesslich, nach sehr einfachen Sätzen über Zerlegung in 
Partialbrüche, in 

um, wo das Integral jetzt m+lfach ist, und kein Index von bis m incl. 
unter dem Integrale fehlt. 

§. 4. In den folgenden Abschnitten sieht man an den besonderen 
Fällen der Gleichung (1.)? die dort behandelt werden, wie bequem der Aus- 
druck (2.) ist, um aus ihm die Eigenschaften der Lösungen von (1.) zu er- 
kennen. An der gegenwärtigen Stelle soll unsere Integrationsmethode noch 
einmal ins Auge gefasst werden, um bekannte Resultate durch dieselbe zu 
beleuchten. 

Man kennt schon lange ein Mittel, um ein zweites Integral einer linearen 
Differentialgleichung wie (1.) durch eine Integration aus einem bekannten In- 
tegrale f{x) aufzufinden (Hb. §. 31). Durch dieses ergiebt sich als zweites 
Integral von (1.), vorausgesetzt dass man für x{^) seihen Werlh (;".) aus §.2 
gesetzt hat, 

U = fix) f' ^ , — ^ — ■ . 

Man erhält also eine lineare Relation zwischen diesem Werthe von U, wenn 

Journal fftr Matbematik Bd. LX. Heft 3. 34 
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man das Integral von einem geeigneten Werthe von x an nimmt, nnd dem 
Ausdrucke (2.). 

Eine ähnliche Betrachtung lässt sich an der allgemeineren Gleichung 

anstellen, wo (6.) und W die Bedeutung des §. 1 hat. Ein Integral derselben ist 

J x—z ' 
andererseits ISsst sich ihr Integral aus zwei Integralen der Gleichung (l.)) 
also aus ^(ar) und dem Werthe (2.) auf ganz bekannte Art darstellen. Man 
erhfilt so eine Gleichung zwischen den beiden gleichen und nur in der Form 
verschiedenen Lösungen von (J.). 

Um die Bedeutung der auf diese Art erhaltenen Beziehung aufzuklären, 
soll diese Betrachtung hier auf Differentialgleichungen erster Ordnung fiber- 
tragen werden ; sie liefert dann einen bekannten, sehr folgenreichen Satz von 
AhtH. Durch die Methode des §. 1 sieht man ein, dass, wenn f[x) ein Integral 
der Gleichung 

bezeichnet, also z. 6. f{x) = (v(^))~' is^ dass alsdann 

der Gleichung 

genflgt, wo 

cb L » — Ä J »"» x—% 
gesetzt, also ein Aggregat von Gliedern 

ist, wenn die h Constante bezeichnen, die allerdings von Glied zu Glied, d. h. 
für verschiedene p und q verschieden sein können. Andererseits findet man 
durch bekannte Methoden auf der Stelle das Integral von (e.) in anderer Fonn. 
Heisst nfimlich die rechte Seite von (f.) für den Augenblick 17^ so liefert die 
abliebe Integrationsmethode das Integral von (f.) 



/ = 



1 /' ndx 
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Berack8ich%t man noch, dass f(x) •= —p^ isL so erhfilt man durch Gleich- 

setzen beider Ausdrücke von / 

Nur die Ableitung dieses Satzes nach der obigen Methode möchte ungewöhn- 
lich sein; Ober die Grenzen der Integration ist den üblichen Betrachtungen 
nichts hinzuzufügen. 

Beispiel. Wegen der späteren Anwendungen soll der Fall ausgeführt 

werden, in dem 

rp{x) = (a:-a)(x-/3)(x-y), 

also rtf{x) ein Ausdruck drillen Grades ist. Es seien ol, ß, y reelle Con- 

sc % 

stanten, und n<iß<iy. Alsdann ist , ^ = -o"— y^ «Iso die rechte Seite von (&.) 
_ 1 r ^* f xdx . r dx P %di 

Nimmt man die Integrale nach z zwischen den bestimmten Grenzen a und ß^ 
das nach x von y an und denkt sich x>ß^ so wird schliesslich 

M. vergl. über die Wahl der Grenzen*) Weierstrass, Beifrag zur Theorie der 
^6e/schen Integrale §. 1 und §. 2, Braunsberg, 1849. 

IL Die Lameschen Functionen erster Ordnung. 

§.1. Es mögen ,a und ßy damit Weitläufigkeit bei Bestimmung der 
Vorzeichen vermieden werde, reelle Constanten bezeichnen, von denen a die 
kleinere ist; x $ei eine reell gedachte Veränderliche. Man setze 

V(a:) = (a:-a)(ar-/9); rfti= -— ^ 



und denke sich /(/^(a:) positiv reell oder imaginär, d. h. im letzten Falle gleich 
jmal einer positiven reellen Grösse. Unter diesen Voraussetzungen wird hier 



*) Man sieht dort, wie aus vorstehender Formel die bekannte 

/Y dx fß. \ d» ^ . 

sich ergiebh Aus («.) werde icti gelegentlich den ^fre/«chea Satz beweisen. 

34* 
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von den Integralen der Gleichung 

gehandelt, wenn n eine ganze positive Zahl vorstellt. 

Man sieht, dass die vorstehende Gleichung sich nur unwesentlich von (6.) 
in der Einleitung unterscheidet. Von (1.) kann man auf doppelte Art auf (6.) 
kommen: erstens kann man in (1.) die Substitution yx— « = «, /?— « = 6* 

machen, wodurch du sich in ^ - verwandelt, also nach Vertauschung von 

y » — b 

% mit X die Gleichung (1.) in (6.) umgeändert wird. Man sieht hieraus zu- 
gleich, dass (1.) nicht allgemeiner ist als (&.); ja sogar könnte man ohne 
wesentliche Beschrfinkung 6=1 machen. Zweitens kommt man aber auch 
von (1.) auf (6.), wenn man /3=:--a = &^ und 2it fär n setzt, woraus man 
schon ersieht, dass eine einfache Beziehung zwischen den Integralen von (1.) 
vorhanden ist, die zu n und denen, welche zu 2n gehören. 
Die Gleichung (1.) ISsst sich auch in der Form 

schreiben. 

$. 2. Man findet auf der Stelle zwei particulire Integrale*) von (1.), 
ntmlich 

oder 



()'ar-a + >^x-/*)-; (^'x^a->x-/if}-, 



;a.) (.4+5)-, (.4-B)% 
wenn man zur Abkürzung setzt. 

A = yx— «> B = yx—ß. 
Durch Combinalion dieser particuliren Integrale können andere von neuen 
Formen erzeugt werden. Wir heben zwei von ihnen hervor 

die also, wenn man 

|x— a = )/!^— a.cosy 

setzt, resp. in cosm^ und isin«y übergehen. (Wire a=— 1, /!?=1, ar=:cos2^ 
gesetzt^ so würden diese Integrale gleichfalls cosn^^ und i sin 119; sein). 



*) Ist die Nummer de& Ab^cliniites der Nummer der Gleichung oder des Pmrag;rm- 
pbeu nicht kinxuget'ägtr so beiieht sich das Citzt immer tuf den Iznfenden Abschnitt. 
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Wir können also zwei Functionen von x angeben, welche (1.) ge- 
nügen, zugleich ganze Functionen »'*" Grades von ^ und B sind, und die (bis 
auf einen constanten Factor) vollslindig durch Hinzufflgung der Bedingung cha- 
rakterisirt werden, dass jede von ihnen entweder eine rationale Function von 
X, oder A mal einer solchen, oder B mal einer solchen, oder AB mal einer 
solchen ist. Dass diese Bedingungen zur Bestimmung wirklich ausreichen, 
übersieht man sogleich, wenn man sich der äblichen Methoden zur Entwickelung 
der Lösungen solcher Diiferentialgleichungen in Reihen erinnert; eine wirk- 
liche Ausführung der Entwickelung, die ganz bekannte Reihen giebt, ist nicht 
erforderlich. 

Die so definirten Functionen sollen zu n gehörige Lamesche Functio- 
nen erster Ordnung^ genauer noch auch erster Art (s. §. 3) heissen. Auf die 
bestimmte Festsetzung der multiplicirenden Constanten kommt es in der Theorie 
nicht an; der Bequemlichkeit halber wählen wir sie genau so, wie (6.) es 
vorschreibt. Das Funclionszeichen für diese Ausdrücke sei E^(x) oder E''{x) 
auch schlechtweg E{x) oder E. 

Hier wie im Folgenden u)ird eine ganze Function einer Grösse js eom 
m^'" Grade durch G{z,m) oder G(m) bezeichnet. Derselbe Buchstabe G kann 
in derselben Rechnung verschiedene ganze Functionen vorstellen, und bezieht 
sich eben nur auf den erwähnten Charakter der Function. Ist es nöthig, die 
Verschiedenheit hervorzuheben, so erhält G untere Indices. Ferner sei für 
ein grades w^ "T==^^ "^^ ®*^ ungrades, — ^— = a. 

Wir sahen, dass zu jedem n zwei Functionen E^ sie seien El und 
^, gehören. Man hat offenbar für ein grades n 

E:{x)^G{o,x)', JBj(a:)=ABÖ(a-l,a:); (cT = y), 
für ein ungrades n 

m{x) = AG{a,xy, El{x) = BG{a,xy, (a = ^)- 

§. 3. Durch El und El ist (1.) vollständig inlegrirt; man kann auch 
die Ausdrücke §. 2., (a.) als Lösungen derselben ansehen. Der eine von 
ihnen, {A—BY unterscheidet sich wesentlich von den anderen dadurch, dass 

er für .t = c» verschwindet, und erst mit x^ multiplicirt 
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fb* x = oo endlich, Bimlich ( T / ^"*^- ^^^ schöpft hieraus den Satz, 
das8 jede Lösung von (1.)^ die ffir x = (x> verschwindet, mit ihm flberein- 
Stimmt, und mit jeder Potens von x, die niedriger als die -^ ist, multiplicirt 
ftr X = oo versdiwindel. Eine solche Lösung heisst lom^sche Function 
(erster Ordnung) atweiter Art. Sie wird durch den Buchstaben F beseidmet, 
indem man 

A-B 



"■w = (7^) 



selftt, so dass x'F*(x) für x = oc in (-^-^0 — ) ^^^S^^^- 

§. 4. Die Gleichung (1.) ist also für jedes n durch irgend swei von 
den drei Functionen £;, £^, F% vollständig integrirt. Um Eigenschaft«! 
dieser zu entwickeln, bringen wir sie durch die Methode des L Abschnittes 
mit einander in Verbindung. 

E$ sei zuer$t n grade; alsdann ist El{x)^ oder kurz £i(x) eine 
Function, die f&r keine Wurzel a oder ß von rp{x) verschwindet. Vergleicht 
man die Form unserer Gleichung (1.) mit der in L, so wire Ei{x) = f{x) 
und x(^)= ky^'i^) zu setzen; also hatte /(x) eine Gestalt, (m. vo^L I, 
§. 1, (/O)) welche die Anwendung der Methode des vorigen Abschnittes zu-- 
lassen würde, wenn Ei{x) für or = a und x = ß wie A und B verschwSnde, 
was, wie man sieht, nicht der Fall ist. Wir transformiren deshalb (1.) in 
eine andere Form, auf welche direct die Methoden von L angewandt werden 
können. Den allgemeinen Gedanken, welcher dieser Transformation zu Grande 
liegt, werden wir m, §.4 näher auseinandersetzen. 
Man substituire in (1.) 

so genügt U der Gleichung 
Ein Inlegral dieser Gleichung ist 



welches wir f{x) nennen, und non wird f(x) fär x = a and x=/S wie eine 
Qaadratwarael, nimlich wie A~^ oder B~\ onendlich. Es htl also jetat 
x{x) = iy>'{x) die in L, $.2 (/.) geforderte Gestalt; da die Grossen i>, x. 
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II« 
0=^1--— nur vom Grade 2, 1, sind, so wird !F=:0, und man findet als 

zweites Integral von (1 *.) 

welches für a? = oo verschwindet, oder als zweites Integral von (1.)? welches 
demnach bis auf einen constanten Factor Ar mit F'*(x) übereinstimmen mnss (§.3), 

(2.) F.(.) = *^;K^/'^5ffi*^. 
Ist n ungrade, so setze man }V=B.U. Dann wird U der Gleichung 

genügen. Ein Integral derselben 

y^^. 

wird für x^a resp. a? = /? Null oder unendlich wie ^x—a oder (x— /9)~*. 
Man findet daher als zweites Integral von (1.), wenn ki eine gewisse Con- 
stante vorstellt, 

(2.., F-is) = ,.y7^/'^^. 

n 

§. 5. Da F{x) nach §. 3. für o? = oo erst mit a:^ multiplicirl fttr 
a?=:oo endlich bleibt, so giebt die Entwickelung der Integrale in (2.) nach 
absteigenden Potenzen von x das Resultat: 

Bedeutet m eine game positiee Zahl, die kleiner al$ a ist ^a=:-~-^ 
^7" \ 90 hat man resp. für grade oder ungrade n die Gleichung 

(3.) /Vß.-W^ = 0; /V£;w^=o. 

Zur Bestimmung der Constanten Ar und ki in (2.) dient femer (§.3 ), da ss 
diese Integrale, mit k oder ki multiplicirt, für m^a den Werlh (lÄZ^t\ 

geben müssen. 

Um bequemer die Bedeutung dieser Gleichungen übersehen zu können, 
setze man, was offenbar in Folge der Ableitung gestattet ist (man hätte Ja am 
Anfange des §. 5 nur nach absteigenden Potenzen von {x--a) zu entwickeln 
brauchen) <> in den Integralen {^—ay fOr xT, und mache dann (§.2) 

y«— « = //?— a.cosy, 

)^Ä— /i ~ iY/3— a.siny. 
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wodurch die verschwindenden Integrale resp. 

« n_ 

I cos^" (f COS m(pd(p, I cos''^'^^(pcosn(pd<p, 

«» 11 

werden, das erste grade«» das iweile ungrade n betreffend. Femer folgt avs 
dem Falle m = a 

wodurch die Constanlen in (2.) bestimmt sind. Aus §. 3. weiss man, dass diese 
Integrale im Wesentlichen nichts anderes ab (y^x—a—yx—ß)* vorstellen. 

§. 6. Die Gleichungen (3.), welche unmittelbar aus (1.) sich ergaben, 
verschafften die erste wichtige Folgerung, welche schon im Vorwort erwthnl 
war und hier gedeutet ist. Die DarsteUung der E durch wiederholte Dif- 
ferentiation, also Jmcolris Formel fltr cosff^ (Hb. §. 36), lisst sich gleichfalls 
in (3.) lesen. Um dies su seigen. benulien wir die bekannte Gleichung 

a a a 

a a 

in der (p{x) eine beliebige Function, v eine positive ganze Zahl, 77(^—1) 
das (faNMische Zeichen vorstellt, und bei dem vfachen Integrale links jede 
Intogralion von a an genommen wird. 
Ist eine Reihe von Integralen 

f(f{T)dx, J xip(x)dxy • . . y a?^"'y(x)rfx 

gleich Null, so verschwindet daher jedes mfache lnlegTB\J<p{x)dxr^^ von 

m^O bis fM^a— 1. Auf unsere Integrale (3.) angewandt, und zwar zu- 
nlchst auf das erste derselben (für grade n geltende), zeigt (a.), dass 



/' 



£?(») 



dx' 



und Hfliiio </ -1 ersten DilTerentialquotieiiten nach x für x=^ß verschmnden. 
UeiMl Jones Integral S?(x), so hat man daher 
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Ea M ohne weit€fre8 klai^ daes mm Ahsen Gleicfaimgen noch 

gf (a) = gr(«) ^ eic. =: r-'c«) = 

hinzufBgen kann. 

Die neue Form von E^ ergiebt sich aus unseren Beaäehnngen^ sobald 
man die ungefähre Gestalt von ^ keimt, die man aus (a.) ersieht. Es ist 
ntmlich ^(x) ein Aggregat von Gliedern, deren jedes dasPcoduct einer Potenz 

jj*~*-"mal einem Integrale von ^l^Il. oder von /■%*"' ist. Ein solches 
unbestimmt ausgeführt hat bekanntlich die Form 

80 dass %{x) selbst die Form 

Mi)G(«-2)-h(7(aM)/;4=^ 

besitzt. Da noch der a—l'* DiSerenlialquotient von g f^r a: = /? verschwin- 
det, also der Factor des Integrals, 6?(a— 1), Null sein muss (ß enthfill näm- 
lich in seinen Constanlen keine Transcendente, also auch G{n—2) und (7 (a—l) 

keine solche: die Transcendente / ,— — kann aber nicht bei allgemein 

bleibenden a und ß gleich einer rationalen Grösse sein)^ so wird 

%(x) = i/^K^.(?(ii-.2,ar). 

Beracksichtigt man die Bedingungen Ober das Verschwinden von %{x} und 
seiner Differentialquotienten, und bezeichnet durch c eine gewisse Constante^ so 
sieht man, dass 

G(»-2,x) = dx-ay-'ix^ßy-' 

wird, also 

(4.) Et(x) = c|/v(x)^(v/(x)0- 

Bei der Bestimmung der Constanten c^ die sich sofort durch Vergleichung 
beider Seiten von (4.) ergiebt, verweilen wir nicht länger. 

Als /aco6is Formel erweist sich diese am bequemsten, wenn a = —l^ 
y3 = l, x^cos(py und 2n für n gesetzt wird. Dann hat man 

coS9iy = c^^x'— 1t— (ar*— 1)*~*; (x = cosy), 

welches der erwähnte Ausdruck ist. 

Joiurual fUr Blathematik Bd. LX. Heft 8. 35 
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Fflr ungrade n gestaltet die Rechnung sich folgendermassen: SeUt man 

SO bestehen die Gleichungen 

a-(«) = r («) = - = r-*(«) = r («) = o, 



ferner £r(x) = fa?—/i?g*(a;). Da nun 



so hat %{x) die Form 

Aus den vorstehenden Bedingungen folgt aber, dass 

ü(n-2) = c(V/(ir))^-*(ar-a) 
sei, oder endlich 

(4*0 E\{x) ... C)/^r:^^[(a?-a)^(x-/?f "'], 

wenn wiederum c eine leiclit zu bestimmende Constante vorstellt. 

§. 7. Wfihrend die Gleichungen (2.) benutzt waren, um Eigenschaften 
der E aufzustellen oder andere Formen für diese Functionen anzugeben, wo- 
bei man ebenso gut hätte E^ zu Grunde legen können, statt, wie es oben 
geschah, von E^ auszugehen, soll jetzt aus (2.) eine Beziehung zwischen E 
und F entwickelt werden. Setzt man [E(*)— JB(ar)]+JB(a:) für JB(»), so 
findet man aus (2.) für grade n 

wo G'(x) eine ganze Fanclion a—V" Grades von x bezeichnet, nfimlich 






V(»-a)(/f-») 
Das Integral auf der rechten Seite der obigen Gleichang Ifissl sich ans- 



n% 



fahren und giebt — , , so dass man erhält, wenn man noch fflr k seinen 

Werth — setzt, 

(5.) . * F:(r) -- '' fffr) 1 ^'^'^ 
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Es sind «bo die Ausdrücke, resp. a*~, o -!'•", -(ff +!)'•• Grades, 

bis aaf einen constanlen Factor, Nenner, Zäliler und Rest (das Wort im Sinne 
des Hb., I. Theil, sechstes Kapitel p. 166 genommen) des Kettenbrudies, in 
den man -^=- entwickeln kann. In der That lisst sieh , ■ in einen 

Ketlenbmch umformen 

1 1 



yV(») a:-^-(~^y 



2x 



—"-(^7 



2x — a — /J— etc. 
dessen m*^' Nihenuigswertb (Hb. p. 160) einen Nenner vom Grade m hat, der 
mit 2r^^af^ beginnt, wfthrend der ZShIer nur auf den m—l'''" Grad steigt. 
Der oben erwähnte constante Factor, mit dem man J5J|, etc. mnltfpliciren moss, 
um den Nenner, etc. zu erhallen, erweist sich daher, durch Vergleichung der höch- 
sten Potenzen von x in den Ausdrücken für E und dem Nenner, als (V'/'— a)*. 

Setzt man a = — 1, /9 ~ 1, so erhfilt man hieraus die Resultate für den 
Kettenbruch von ^ , weldie aus den allgemeinen folgen würden, die 

sich in diesem Journale Bd. 57 für die Ganssischc und die verallgemrtnerte 
hypergeometrische Reihe finden. 

Aehnliche Resultate erhält man für imgrade n, wenn man in (2*.) für 
E(z) setzt ]^z—aE{z):^z—(x. Berücksichtigt man, dass }^i^E(s) nun eine 
ganze Function von « vom Grade a+i und gleich 

[|/«-aE(Ä) -ya:-a E(a;)] + yx-aE{x) 
ist, so ergiebt sich 



(^*) /i 






so dass die ganzen Functionen o^" Grades -~^^, — 0*(ar), und die Function 

y X — « ^ 

-(0+i)*" Grades -^^M:r sich auf den Kettenbruch 



1^ 



x—a _ _\ 

3>-ß . ß-" 



beziehen. 
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§. 6. Ist E irgend eine Function erster Art yon x^ D eine andere 
ihr gleicliartige , so dass D nnd E denselben unteren Index (1 oder 2) be- 
sitzen, während ihre oberen Indices sich um eine grade Zahl unlerscheiden, 
s0 dndet man dufrh ein hSufigf angewandtes Verfahren ans der Differential- 
gleichtmg (1.) 






wfthrend 



/ 



^^EE- ^ 



eine sicher von Null verschiedene, übrigens leicht zu bestimmende Constante 
wird, nämlich — -g"* ^^^^ Y^^ ^^ nachdem die E den unteren Index 1 oder 2 
besitzen. 

Dieser Satz dient, wie ohne weitere Erörterung klar sein wird, zur 
Bestimmung der Coefficienlen bei Entwickelungen einer Function nach Lami" 
s^hen Functionen erster Gattung, die mit den dnrch DiricUets Arbeiten be* 
kannten fieschrfinkungen erlaubt ist, da sie Ja einer Entwickelüng nach Cosinus 
oder SinüB der Vieirachen eines Winkels 9 gleichkommt Um das Letztere 
klarer darzulegen, fflgen wir noch Folgendes hinzu t 

Bine Function 17 von A und B, weldie sich nach Ei mk graden oberen 
Indices n entwickeln lässt, hat die Eigenschaft 

(«.) r]{A, B) ^v{-A, B) = i?(J, ^5); 

llsst sich 171 nach E^ mit graden n entwickeln, so wird 

iß.) rii{A,B)^^n,{^A,B)^^ri,{A,^B). 

Sind 172 und 173 Functionen, die sich resp. nach Ei oder JS^ mit ungraden n 
entwickeln lassen, so wird 

(y.) i7,(^,J5) = -.%(-^.Ä)- i7.(^,-Ä), 

{S.) i73(^J»)= i?,(-J,J5)--i?3(^,-i?). 



Setzt man nun, wie $. 2, yx—a^^ß—a.cosq) und }/a?— /? = iY/*— «,siny, m 
verwandeln die Functionen 17 sich in Functionen rp von (p, die resp. folgende 
Eigenschaften besitzen: 
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Aü8 den bekannten Sätzen über die Entwickelung beliebiger Functionen, welche 
willkürlich von y = — tt bis 9>=::n[ gegeben sind, In trigonometrische Reihen 
folgt aber unmittelbar, dass die Functionen y/, die nur von q>^0 bis 9> == -^ 
wfllkfirlich gegeben sind, aber die vorstehenden Eigenschaften besitzen, sich 
immer in Reihen entwickeln lassen, deren allgemeine (m***) Glieder resp. 

af^i:os2m(p, a2i»sin2m^, a2«44C0s(2m+1)y, tf2^4.isin(2i»-fl)y 
sind, wenn die a gewisse Constante vorstellen. Gehl man auf die 17 zurück, 
d. h. auf Functionen, welche nur durch die Eigenschaften (a.) bis (d.) erklärt 
sind, so lassen sich t], i;i, ?;2 und ^3 daher immer durch Reihen darstellen, 
deren m** Glieder resp. die Formen besitzen 

Es kann aber jede Function & von A und B in eine Summe aiis vier Theilen 
zerlegt werden, welche die Eigenschaften der rj habeti und daher nach den E 
entwickelt werden kOnnen. Man hat nämlich 

wenn gesetzt ist 

Atj = »{A,B)+&{-A,B)+&(A,^B) + &i-A,-^B), 
4^1 = a(A^B)^&(--A,B)-&(A,'^B)+&{-A,^B), 
iri2 - »(A,B)-9{-A,ß)+&(A,^B)--&(-A,^B). 
4,3 = »(A, B) + »i-A, B)--&{A, ^B)-'&[--A, -B). 

UL Die Lameschen Functionen zweiter Ordnung. 
$. 1. Nach der Methode, welche im vorhergehenden Abschnitte aus^ 
fahrlioh erltutert vrarde, behandeln wir eine complicirtere Differentialgleichung. 
Zunfichst wollen wir einige Bezeichnungen zusammenstellen, die Ähnlichen 
im vorhergehenden Abschnitte entsprechend hier benutzt werden. 

Es bezeichnen cc^ ß, y Constante, die wir der Bequemlichkeit halber 
reell annehmen. Es sei nun 

a<,ß<:y, i^x—a — A, y^x—ß = ß^ )^x—y = 0, 
rp{x) --r^ [X'-'a)(x — ft){xr-y)=:^x^—Cix'^ + C2X-^C:i. 
II /* x^dx 



, ' dx 

du - 



lV(x) ' 



/ß d^dx _ fr af'dx _ n n—.l 
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nftmlich ^ = -2"9 ^^nn n gradeist, sonst ~ — Simmtliche Qaadratwurselo 

werden positiv genommen, sie mögen reell oder imaginär sein (II, $. 1). 
Unter diesen Voraussetzungen betrachten wir hier die Differentialgleichung 

(1.) ^-ln(n+l)x+kC,]^ = 0, 

in der h eine positive ganze Zahl, k gewisse Constante vorstellt (S. u. §. 2). 
Setzt man 



90 wird 

so dass (1.) die Form von (a.) in der Einleitung annimmt, also die Gleichung 
wird, welche Hb. II. Theil, 3*" und 4*'* Kapitel ausführlich behandelt wurde. 
Die Gleichung (1.) Iftsst sich auch so schreiben: 

v(*)^+iv'(a')-^-[«(«+i)«+*cj-5: = 0. 

§. 2. Um Wiederholungen zu vermeiden werden dem Hb. §.81 — 86 
folgende Eigenschaften der Gleichung (1.) entnommen, die dort zwar fOr die 
Form (a.) der Einleitung erwiesen sind, aber durch die Substitution des §. 1 
sich unmittelbar auf unsere Form (1.) übertragen lassen: 

Es können fQr jedes n der Constanten k im Ganzen (2fi+l) ver- 
schiedene Werthe ertheilt werden, die reelle Wurzeln gewisser höheren Glei- 
chungen sind, und welche der Gleichung (1.) die Eigenschaft veileihen, dass 
je eine Lösung von (1.) eine ganze Function n^ Grades von A^ B^ C ist. 
Noch genauer wird das im Hb. gewonnene Resuhat durch folgendes Sciiema 
ausgedrflckt: 





1, n grade 




2, n oograde 


K 


Gi<J, x) 


(<^+t) 


AG(a,x) (*+!) 


L 


ABG{a-\, x) 


(o) 


BG{a,x) (a+i) 


M 


ACG(a-i,x) 


(o) 


CG{a, x) («T+1) 


N 


BCG(o-l,x) 


(a) 


ABCG{a-i,x) (o) 



Man wird hierin die Gleichungen (57.) Hb. $.£1 erkennen. Die erste Columne 
des Schemas zeigt an, welcher Klasse K, L etc. von ^miieschen Functionen 
im Hb., vermöge der Substitutionen im §. 1, die Functionen entsprechen, deren 
Form iu der mit dem betreffenden Buchstaben beginnenden Horizonlalreihe 
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angegeben ist In der dritten und fünften Yerticalreibe findet man, wie viele 
Werthe k annimmt, also auch wie viele Functionen der danebenstellenden 
Form man erhält. Da sämmtliche k, welche für ein gegebenes n ein und 
dieselbe Klasse liefern, Wurzeln einer gewissen Gleichung sind, so kennt man 
zu gleicher Zeit den Grad dieser Gleichungen. Bis jetzt kann man sie nicht 
zerlegen, doch ist ihre Irreductibilität noch nicht bewiesen. Wäre sie gezeigt, 
so würde man unten einige Beweise abkürzen können. 

Diese je 2^4-1 Losungen von (1.), die bis auf einen conslanten Factor 
voUstfindig bestimmt sind, heissen Functionen zweiter Ordnung und erster Art, 
sind aber wesentlich nichts anderes als die Lameschen Functionen erster Art 
des Hb. Man unterscheidet vier Klassen (Zeilen) für jedes n; wir bezeichnen 
sie sammtlich durch das Functionszeichen E, wie die von geringerer Ordnung 
in den früheren Abschnitten. 

Die durch G bezeichneten ganzen Functionen im Schema verschwinden 
nicht für x = a, ß,y (Hb. §. 87, p. 229). Wir ordnen sie nach absteigen- 
den x*)^ und nennen die in ihnen vorkommenden constanten Factoren der 
Reihe nach g^^ ^i, g^^ etc. Nach dem Obigen bleibt noch eine dieser Con- 
stanten, z. B. go willkürlich; im Hb. ist sie, allerdings ohne Nolhwendigkeit, 
aber sehr bequem für die Fälle, bei welchen es sich um Entwickelungen nach 
den E handelt, bis auf das Zeichen, welcbes man positiv nehmen mag, durch 
eine Festsetzung bestimmt, welche in unserer Bezeichnung sagt, dass sie reell 
sei, und dass 

den Zahlwerth 1 haben soll, wenn E{x) irgend eine bestimmte dieser Functio- 
nen von X, E{z) dieselbe von z bezeichnet. 
Bekanntlich sind 

9t 9t 9^ ptr 
9 ^ 9 ^ 9 
ganze Functionen resp. vom ersten, zweiten, dritten etc. Grade der jedes- 

*) Um die Reihen zu erhalten, welche im Hb. gegeben aind, raüsste man nach 
Potenzen von (x— a) ordnen. Es bleibt noch unentschieden, ob es nicht zweck- 
mässiger sei, sowohl hier als bei den Functionen höherer Ordnung, nach einfachen 
Verbindungen von A, B, etc. äu entwickeln. Im Hb. fehlt leider eine erst zu spät 
bemerkte Art der Entwickelung, nfimlich nach Potenzen von 

vermöge welcher man die Betrachtungen des $. 92 hätte bedeutend abkürzen können. 
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irtaligen Conslauten k; wir zeigen hier gelegentlich, dass diese Festseteang ili 
die verschiedenen ^ selbst, keine andere neue Transcendonten als n einfuhrt 
flierxu bedient man Bich der bekannten Formel 



803 welcher folgt 

wenn G eine beliebige ganze Function Ton x vorstellt, und C, D, H, L Con- 
stallte bezeichnen, die nur solche Irrationalitäten enthalten, welche schon in 
a, /?, Y and in den Coefficienten von G{x) vorkommen, und zwar ist das In* 
tegral eine lineare Function dieser Coefficienten. Es wird dann 

fr^f\a:^^)G{x)G{z)--^ = (HD-^LCKvo^^^a^m) 

oder (m. vergl. den Schluss von I.) gleich 2m(HD-~CL\ so dass also durch 
die Integralion keine andere neue Transcendenle als n hinzukommt. Setzt 

man nun 

Gix) = (iB(x)JB(5)y, 

also G(x) gleich einer rationalen homogenen Function der Coefficienten g^, 
vom vierten Grade, so zerfällt die linke Seite in ein Product von g^n mal 
einer ganzen Function von Quotienten 

^ ^ i£. eto 

d. h. mal einer ganzen Function der Constanten k, so dass also die Fest- 
setzung aber die Constanle ^u in die Coefficienten g^ nur eine vierte Wurzel 
aus 71 und einer ganzen Function von k, keine neue Transcendente einführt. 
Die g enthalten also, abgesehen von. :^^ keine Transcendente, welche nicht 
in k oder in «, ßy y vorkommt. 

Im Folgenden soll diese Bestimmung von g,^^ um eine lästige Weit- 
läufigkeit im Ausdrucke zu vermeiden, aufgehoben, und go = i geseht werden, 
so dass die g rational nach k und a, ß, y sind. 

Sclüiesslich stellen wir die Gleichungen auf, welche zwischen den 
Coefficienten g bestehen, begnügen uns aber hierbei mit einem Falle. Es 
wird der Fall eines E der ersten Klasse (Zeile) mit gradem n herausge- 
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nommen. Dann hat, wie aus dem Schema ersichtlich ist, E die Form 

setzt man diesen Ausdruck in (1.) ein, so erhält man ein System Gleichungen 
von m = a bis m = 

(2»n-2)(2m+4)C,^a-«..2-(2jii+l)(2«+2)C,sfa-« .i+[(2m)' f*JC.</^.^+(«-2ifn 2){nH 2iw.i)flf„^,.^=0. 
Die ersten sind demnach (wir lassen alle drei C allgemein, obgleich man 
durch eine lineare Substitution für x^ C^ zu Null machen, und so Gleichungen 
erhalten könnte, die nur je drei g enthalten): 

= [n''+k]C,g,+2(2n^i)g,, 

die letzten: 

- 4.6C,g„_,^3AC,g,^^ + lA+k]C,g,^, + n{n+i)g,, 
= 2 . 4q,flr,_, - 1 . 2C,g,^, + kC,g, . 

Vertikal untereinander stehen in dem System im Allgemeinen vier Glieder; 
z. B. sind die, welche mit g^^^ multiplicirt sind: 

(fi-2»») (»+2111+1), ((2m)^+&)C|, --2m(2»i~l)C„ 2»i (2m- 2) C3,. 

§. 3. Um für jedes Ar die Gleichung (1.) vollständig zu intcgriren, 
nimmt man noch eine zweite Lösung zu Hülfe, welche die Lamieche Function 
zweiter Ordnung und zweiter Art heisst, und durch das Functionszeichen F 
eingeführt wird. Als Reihe, die nach Potenzen von x absteigt, beginnt sie 

mit der —— Potenz von j?, und verschwindet daher für j? = oc. Da- 
durch ist diese Function bis auf einen constanten Factor bestimmt, über den, 
entsprechend Hb. $. 90, p. 239, festgesetzt werden soll, dass 

ixE'{x)F'{,x) = ^j^ 

für x = w sei, wenn £* und F* zwei zusammengehörige Functionen sind, 
d. h. solche, die zu demselben n und zugleich zu demselben Werthe von k 
gehören. 

Verschwindet eine Lösung von (l.J für a? = <x>, so ist diese also eine 

Fnnction zweiter Art, und sie kann daher erst mit x ^ multiplicirt, für x^ 00 

2 
endlich bleiben; dann wird sie aber -^ — r-r-- 

JooniAl für Mathenutik Bd. LX. lieft 3. 36 



Ordmmm^em. 

^ne in II. §. 4 soll nun eine 
<ier Ldsanc E enuictelt werden, 
•äe Form der Gleicbojig ^1.) im 
-^ J2in^- <i^-5t ir . - * = , / -r «s. m ifaer die Schlüsse von L $.2 

l^inHBK £* ^ :v iiUe X. die Worzeln von V'(^) 




31. -'T fTff . ? ^*ryj imnrawiiEzet -npfseawrnden . also für dieselben m- 
.tni ifrrssmt ^ ■ gu. p wott ea^ »11* Ttcai Sr afle Gassen ^Zeilen) der E 
itf^ r .. ^- nfT^^^pn ^etami» ? r in da:} Prodnci zweier ganzen 



?s '>rr*im -na '^ r :?3iiiiiL welche« gleich Xnil gesetzt^ 
rs ^ift : jn«s« ir veictaa £ ^ aicfat Terscfcwindef ^ ^'2;'} ^^^ 
.^ j^-MT ifliL r T^ ittäcäaün. rfass die eine Lösnn^ eine 

^Ä va ^w .<r T-a«« -Lette. ;^» -m ier 7orai ABG c—i. x] wird, so 



II* :zsar .«^inwtwfli r «le janirttkeares. setzen wir nu in (1.) 



v^vm .»tr •-t^a«« wtÄ 'S ^a ier F«™ L 1. • detw ein« integral 

5^ > 






%«n<na vir - ^ :SM. snfic^ w«, ftr alle Wnrzeln 



^- !^^4 r r = <t 



. n» •^- 



^ , % i tmur lÄ Ar Fnnction 9 nach 
^ t »MK»K«k«*- mmhn tesribe nadi 



*- - r. *»«■ Werft 
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der allgemeinen Methode in diesem speciellen Falle abzuleiten^). 



^. 



so wird die linke Seite von (a.), wenn man %/„ oder Jj für f/^ selzL nicht 0, 
sondern resp. ^^c oder Su^^ folglich 



ein Integral von (a.)^ welches für x = oo verschwindet. Dies mit y\pi{x) 
multiplicirt ist daher ein Integral von (1.)? und kann sich nur durch einen 
Constanten Factor ! von der Function zweiter Art unterscheiden. Wir haben 
also das Resultat: 

Ist E^ix) eine zu n gehörige Function zweiter Ordnung und erster 
Art, und heisst der Factor von V^(x), dessen Wurzeln, für x in i5*(a:) ge- 
setzt, dieses verschwinden lassen, V^2(x), so ist die demselben k entsprechende 
Function zweiter Art 

Setzt man für Cu und Sy ibre Werlhe, so lässt sich diese Formel sogleich in 

zusammenziehen. 

§. 5. Von den drei Conslanten f, c^, g,, dienen die beid^ letzteren, 
genauer nur ihr Verhällniss Co:go, also eine einzige Constante, zur Cha- 

racterisimng der Function F"; den Werthder zwei Constauten -|-, rf- muss man 

nur dann kennen, wenn man genau diejenige Function F" erhalten will, 
die durch eine willkürliche Bestimmung im §. 3 festgestellt war! lieber die 
demnach wichtigsten Constanten c und (S soll unten noch weiter gehandelt 
werden. 

Es fängt F*(a?), nach absteigenden Potenzen von x geordnet, mit der 

— ^^i— an (ist vom Grade ~--^)* Nennen wir nun ein F, welches. zu 



*) Wo Dach I, §. 3. hätte c^ iiod c' stehen müssen/ setzt man hier zur Be- 
quemlichkeit € und S. 

36» 
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einem E der p^ Classe (Zeile) gehört, ein F dieser p*^** Classe, so folgt der 
Grad von — ^^ 



1) bei gradem n, fflr die erste Klasse =~(a+2), ffir die fibrigen 
Klassen =— (a+1); 

2) bei ungradem n, fflr die drei ersten Klassen =— ((T+2), fijir die 
vierte =— (ty+l). 

Bezeichnet man den jedesmaligen Grad mit —$, so folgt ans (2.) durch Ent- 
wickeluug der rechten Seite nach absteigenden Potenzen von x der SaU: 
Es ist 



(3.) cJ\-E^{^)-^j^^(iJ\-E'(^ ^ 



=. 

/flr a//e gamen m, poit m = 6« m = *— 2; für «• = *— 1 wird aber die 
linke Seite 

was zur Bestimmung von t dienen kann. In II, $.5 findet man das Ent- 
sprechende dieses Satzes fflr die Functionen erster Ordnung. 
Die Gleichung (3.) ifisst sich kflrzer so schreiben: 
Cue.~c«e„ = 0; (m<5-l) 
und zeigt, dass man die Proportion hat 

so dass auch 

(ö.) c^e«-c^€p = 0, (m<*~l,/i <*-!). 
Als Doppelintegral geschrieben heisst dies, dass 

welcher Satz der Kern desjenigen ist, der zur Bestimmung der Coefficienten 
bei EntWickelungen nach Lameschen Producten dient. Aus ihm folgt nflmlich 
zunflchst 

wenn f und x ganze Functionen vom höchstens *— 2*'" Grade vorstellen. Be- 
deuten D{y) und Z>(^) Functionen wie E^ die zu einem niedrigeren aber 
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gleichartigen n und zu derselben Klasse geboren, so hat man nnr xo setzen 

und findet dann den erwähnten Satz 

Der Bequemlichkeit halber werden wir im weiteren Laufe dieses Para- 
graphen nur eine Klasse der E betrachten. Wir nehmen deshalb n grade 
und nur ein E der ersten Klasse, so dass V»(^) = ^9 Vi(^) = V^i^)^ * = ^+2. 

Setzt man 

S^==/x-E*(x)-£^, 

so entsteht durch Multiplication von (1.) mit — f^=^=^ und Integration nach o?, 
indem man durch Theiie inlegrir;!, 

U (»-2iii)(ii-K2m 1 1 )5«.M+((2w)'+*)C|S« -2m(2m-l )C,S^-rH2w(2m- 2)C|S«., . 



Die linke Seite hat also die Form y'y/(a?)G(cT+fii— l,a?), und verschwindet 
für oj ~ a, ßy y, wahrend zur selben Zeit die in diesen Grenzen genommenen 
Integrale S in c oder S Obergehen. Man hat demnach fär die (S ein System 
von Gleichungen, in dem sich auch alle @ mit c vertauschen lassen: 
0= *C|S,.+ii(ii+l)Si, 

= -1.2.C,e.,+(4+*)C|(5,+(»-2)(ii+3)(52 = 0, 
etc. etc. etc. 
so dass sich alle @ bis (i„ incl. durch ^ ausdrücken; (S^^i Idsst sich wegen 
des Factors n— 2iii^ der S^^y in der allgemeinen Formel multiplicirt, nicht 
bestimmen. Eine Yergleichung dieses Systems mit dem fflr die g am Schlüsse 
des $. 2 zeigt, dan die Horizontalreihen des einen Systems mit den YerHcalr- 
reihen des anderen übereinstimmen. (So ist eine rationale Function von ky die 
YerhAltnisse @o:Sm ^'-^^^ ^tc. sind ganze Functionen von Ar resp. vom 
Grade 1, 2, etc. 

Da nach {d.) jedes S^ von m^\ bis m = a sich in die Form 
S^ = const.S;,+yv^J 6(^+^-2, x) 
bringen Idsst, so wird 

const.=:^ = -^, 



J^ 




■icfcl iBdern. 
^nte ««m 2.; Ar alle x yw^ 

4^ :^ - i i- * 

^ - , m 



- A^^/i^-^ rf;,Ä, 



ä-x -^-- 



S>^««:^ -%;r«t 









>«» >IUtltiMK-«>HHt -t*^' N^^ut-ii tifeiCfiun^en « der Jämktm mit der liaken, der 
■x'vNht'a '»J *«.«^ >v*»»f«i ShCö» ^föDU w»?on mau dnrdi i diridiit, md imRe- 
>a;»»v >**«i*f S*««m Äixa StiKmciion auf einer rereinigt, 

^■w.v*»* <^^^» «iw^ Awrfr««*, da die ■■ irtefrirende Grösse ihr Zeich« nicht 
*i^. ^<Wr >w» XiiU verschieden sein mss. 
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Bereits in der Einleitung wurde bemerkt, dass die Kugelftmctionen P 
und Q nicht eon einer geringeren Ordmmp als der zweiteft^ sondern als solche 
Functionen für specieUe Werthe der Consianten aufzufassen sind. Selzt man 
« = 0, ßz=y^\^ und a?* für x, so verwandelt sich in der That (1.) in die 
Differentialgleichung der PI, und Ql,, also E und F sich in Pl, und Ql (Hb. 
§.82). Es steht zu erwarten, dass unter diesen Voraussetzungen (2.) oder, 
was dasselbe ist, (2* ) in die bekannle Beziehung zwischen F«und Q*'^ übergehen 
wird (Hb. §. 59), die im Wesentlichen mit der zwischen F;^ und (>• (Hb. §. 33) 
übereinstimmt. Aus unseren Formeln lüsst sich drrect nur die letztere leicht ent- 
wickeln, da wir voraussetzten, die Differentialgleichung, deren z>veiles Integral 
wir aursuchteu, habe ein erstes Integral, welches nur wie die Quadratwurzel 
von ^^'^{x) verschwindet, wührend Pi(ar) bekanntlich durch die m'Totenz der 
yi— a?^ theilbar ist. Ein solcher Fall wurde (I, §.2, Anmerk. 2) auf den 
einfacheren erstgenannten zurückgeführt 

Kehrt man in (2*.) die Ordnung der Integrationen um* so ist das 
innere Integral 

Wird/S = y, so geht E''{y) conlinulrlich in eine Function über, die S(j^) 
heisse, also das Integral in das Product 

Selzt man y—ß = {y—ß)f>^, so venvandell sich das Integral zwischen den 
Grenzen ß und y in 

also die rechte Seite von (2*.) oder das zweite Integral der Gleichung, deren 
erstes Q{x) ist, in eine Constante mal 

Dies ist offenbar die Relation Hb. §. 3>), nach der 

'(Jl)dy 



i/'^ 



y 



die zweite Lösung (>''(a?) der bekannten Differentialgleichung der Kugel- 
functionen wird. 
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Anmerkung. Es musste in dem Ausdracke (c.) voransgesetxt werden, 
dass D von niedrigerem als dem a*^" Grade sei; man sieht aber, dorch Be- 
trachtung der Differentialgleichung (1.) in der Art des Hb. $.88, das Resultat, 
dass (c.) noch gilt, wenn auch D von gleichem Grade mit £% nur nicht E^ 
selbst ist. Diese Eigenschaft führt auf Gleichungen^ welche die vemchiedenen 
%u n gehörenden k verbinden. 

Um dies weiter auszuführen, bezeichne man die Coefficienten von D 
durch hy so dass (Ao= 1) 

D =■ A„a:*'+*iX^~^+etc.; 

die Constante k habe für D den Werth x. Trennt man nun (c.) in die Dif- 
ferenz zweier Doppelintegrale, deren erstes 

^yl,(,)ir«,)-^ri)(.)E-(,)-^ 

ist, oiid löst I>(y) in die Reibe auf, so entsteht 

gleich Null, and nor von Null yerschieden, wenn alle h mit den ET angehörigen 
Coefficienten ^ abereinstimmen. Nach (a.) wird aber die linke Seite 

Aü[»o(r,S.+i-c.HiS<,)+*i(c._i(S.+i-c„+,S,_i)+-+*.(fü(5.+i-c.+iÖ„)] 
oder 

■r-(fo®,+.-Ca+i<J«) 
mal 

Fär a Systeme von Werthen h ist daher der letzte Ausdruck gleich Null, in- 
dem der erste nicht verschwindet; die Grössen K=\^hi^ CiZCu etc. in einem 
jeden Systeme lassen sich aber rational durch "die jedesmaligen x und k aus- 
drucken, woraus man eine Gleichung zwischen x und k erhAlt. Indem man alle 
h gleich den g setzt, also auch x = k, entsteht nicht Null. 

§. 6. Der Ktirze halber betrachten wir auch in diesem Paragraphen 
nnr eine Classe der E^ und zwar die erste Classe ffir ein grades n. 
Aus den Gleichungen (3.) folgt nach II, %. 6. sogleich, dass 

fftr a = ^ und x^a^ und für alle ganzen m von m = bis m = a+1 ver^ 
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schwindet; f&r % — x = ß findet offenbar dasselbe statt. Setzt man 

so wird also 

(ö.) c„<ip(y) + Soy (a) = CoSP'(y) + Sü<ip'(a) = etc. = Co<iP*'(y)+(5o9''(«) = 0, 
(&.) vC^= y'CÄ = etc. = <p^{ß) = 0, 

Andererseits findet man leicht nach II, §.6, (a.) die allgemeine Form Ton 
(p{x) (Man vergl. auch $. 5) 

wenn die S dieselbe Bedeutung wie im §. 5. haben und nur die Integration 
von a: = /9 an ausgeffthrt ist. Vermittelst $.5, (e.) ergiebt sich hieraus 

wenn die Constanten in G so bestimmt sind, dass (p{x) den Gleichungen (a.) 
und {b.) genflgt. Das oben vorkommende Integral Iftsst sich übrigens nach 

§. 2 in die Form 

CHo+ÖH|+yf^(a?)G(a-2, x) 

umwandeln, wo C und D gewisse Constante bezeichnen, die keine anderen 
Irrationalitäten enthalten als Ar^ «^ ß^ y. Es ergiebt sich endlich nach (c), 
dass E^{x) durch o+l fache Differentiation aus dem Ausdrucke 

(4.) c„./>(x) = (c„a^-fc.a.-M-etcO{c/^+I)/^)+)/^^ 
erhallen wird. Man hdtte ebenso gefunden 

§. 7. Man entdeckt endlich einen neuen Zusammenhang zwischen E 
und F aus (2.), indem man unter den Integralen nach js Zfthler und Nenner 
mit irp2{^) multiplicirt. Die ganze Function /v^2(j5).J?"(;s) Iftsst sich dann als 
Summe zweier ganzen Functionen 

darstellen, und man findet 
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wenn xor Abkining die guae FobcImhi 6 den Ansdnick bezeichnet 

Es werden ^^^ (rine ganze Fnnction). G^ix) nnd , ^^^ sich wiederum 

ab Nenner, ZiUer nnd Rest eines Kettaibniclies erweisen, nnd zwar des- 
jeiiign, in weldmi ndi der Ansdnick entwickeln lisst, der in (5.) mit 
eckigen Parenthesen nmgeben ist, mal ^f%{x)\ im Fügenden soll dies genauer 
erörtert werden. Wir fassm zunickst den erwihnten Factor ans (5.) näher 
ins Auge. 

Es ist nacA L $-4, wenn x^f^ 

ferner (S*6.) 

6«= Cifc + Di7„ 
wo C und D Constante sind, die nur soldie Lrrationalititen enthalten, welche 
In den g und vbl a^ ßy y vorkommen, also Jr^ a, ß^ y. Hi^vus folgt, dass 
die Grösse, von der wir oben sagten, sie solle in mnen Kettenbmch ent- 
wickelt werden, sich auch in die Form bringen Usst 

J^M /g + te 

wo • und 6 Constante sind, die ausser den vorgedachten lrrationalititen nur 
noch n enthalten können. 

Im weiteren Verlaufe soll wiederum der Einftichheit halber nur eine 
Glaste der E betrachtet werden, dieselbe wie frtther, filr welche also yx|(ar) = 1, 
il^{x)^^{x) ist, und fir die man hat 



rv 
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so dass man also R noch mit der Form 



^'»+**.rfx 



R = ^ /' 

vertauschen kann, wo a und 6 rational nach k sind, und ausser tt, ß^ y, n 
keine weitere Irrationalität enthalten. Der Grad von 

^^"\ <^'">' -^ 

ist resp. genau ct = ^, höchstens cy— 1, genau — ((t4-2). Den möglichst hohen 
Grad er— 1 wflrde G nur dann nicht erreichen, wenn Coi/o— So^^o verschwindet. 
Für «=0 ist Co=cüü, So=^ü^ während fttr grössere «, wie es scheint, Coi/o— ©ott'ü 
nicht verschwindet. Der fragliche Ausdruck, als Integral geschrieben, ist 
n d^ fr E\x)-^E-(ii) 

a. Es haben E und G keinen gemeinsamen Factor. Existirte ein 
solcher, wären E und G also durch x—p theilbar, wo p eine Constante be- 
zeichnet , so wäre p (Hb. §. 89) nicht a, ß, y und <: y. Nach (5.) mflsste 
dann F{p) verschwinden; aber (Hb. $.90, p. 239) 

du du 

F 
ist gleich einer Constanten und nicht 0, weil sonst -^ constant, also F nicht 

n -i- i ilF 

vom Grade y- wäre. Es mflsste also -^ unendlich fOr a?=/i sein, was 

nach ^5*.) unmöglich ist. 

Eine ganze Function (S vom Grade a, die gleich x'^+etc. ist, wird, 
wie wir jetzt zeigen, höchstens cr+l deutig durch die Bedingung bestimmt, 
dass sie mit 

SR = rp * r^ * 

multiplicirt (wo r von x unabhängig ist) eine ganze Function geben soll, ver- 
mehrt um einen Rest, der mit der — ((y+2)**" Potenz von x anfängt. Man 
findet höchstens a+i Werthe von r, für die ein solches @ exisiirl, also auch 
von 9t, und jedem verschiedenen r entspricht eine verschiedene, mit dl zu 
muhiplicirende ganze Function (S. Ist dies bewiesen, so schliesst man weiter: 
Da genau a+i Functionen E^ existiren, welche (5*) erfQlIen, so hat man 
genau a+i durch die oben genannten Eigenschaften definirte Functionen (S, 

37» 



i^ • 1 .^ Ü^ 



• = i' 



F^^rtwum r^$ckiedener Ordnungen. 

-r«*- - * ^^ x: ^^ f'^etkm C rom GriMf« a, die mit 
i« ras Qrmäe - c-2 £«f/, itf aUo gleichbedeutend 
K*fr>5Pfii f m mrwei em Fumetion weiter Ordnung, erster 
m x:.jnp Jm her %»s ifner -— '==^. dso genau rom Grade ~(a+2: 

.Mii :rtfcr rma- Fm,::^! e. iah S BaltipUciil, einen Rest vom Grade 

j-^^^ D^-m cBHirä. ew c«r Res: x"', x"*, etc., x-<*-*> nicht 

i? *- aa^Tn lednur. am ^ f ^ defnirt, lisst daher einen Rest 

5™ 3i*--^ ns «KB TW8cs cBhvkkdt flum 91 in die Reihe 



* J-- x- • 

.n :4fz wt wf ^ sx watiaSsännit gammt Fnction 

ar M Sb» aft r"^"^ aiftipfidrt. abo glcick a setzen, so lange 

Bfli ^ V = f- t. T im Gsue« v— 1 Gleickiuigett zwischen a+i 
irrs^6<n^ * m. n-m ^rrcaie Seües sni. So knce die Determinante nicht 
tirx:t*«*T«fc*. «i^an üfeer jüe i Savi 5««: iSe DctermiBante rerschwindet 
iwr T!or, ftl&:r^&. aimiw^ lor ^ j.<wl4i< Wertfce von r, welche dann 
#«ft .^Tinui» vTsrt«.. jniim -ami as« AeBermnma^. £e nach r höchstens 
VIS ' "* nmof &. riftisi !KiiI j^KC BBC £e Wmxein r aufsucht. 

Jn :u %«is*n iKi& dir >ffi(rBimim» ns: ve^^^cftwindeL so lange r 
u«:C'»Br«tt iitMiH^ inuirai BBT BIT las £«ieBr ^>n Mm Tkeile derselben zu 
«'»i.>d««u %'^c3er dt; BAa^^uf wa n«f Bthffvsof Pmcbi n»B r enthiit. Beide 
"N:«.c ^M .DB» bbbics .^Mkiti^-' ^'^ BRTKaiia BfTfcilh uur dou ersten 



. " .« "^ ^. ^^ BBBi mm M» INiArrmiBaate leicht bilden. 



■**."-■■ 



^ > tfiiMcirrwtir Äcc BMI !tam$rBt( ar &f erste Horizontalreihe 
,^ 1^^*. ä> MBDüt ;stcft cum kanjrtsichlich um die 



;iyL' a* ••cfcÄ ^1 
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Determinante (die x unten angehängten Zahlen sind Indices, die oberen Ex- 
ponenten) 



1 


Xo 


4 . 


• . < 






1 


«0 


0,] . 


. . x5 


X, 

• 


xl 


ari . 


• 


= x,xl.. 


.xl. 


1 


«1 


x\ . 


. . xl 


> 1 


<+• 




. . xV 


-.l:.L 




1 


X, 


xl . 


. . aH 



Heisst letztere Determinante, nämlich 

{xi — Xii){x2-'Xti) . . . (a?a — Xu) 

(Xa-Xi) . . . (Xa — Xi) 



{Xo — X^^l)^ 

Ily 80 wird die Determinante aus den rj gleich 

7 X^xl...Xo.^.dx^dx^...dx„ 



J 



Wäre dieser Ausdruck =0, so mOsste er auch durch Vertauschung der 
Grössen Xi^ Xs, etc. untereinander auf alle mögliche Arten Null bleiben, da 
die Function unter dem Integralzeichen dadurch nur ihr Zeichen, nicht den 
Werth ändern kann. Es müsste also auch die Summe solcher Integrale, d. h. 

dx^dXf.^.dxa 



fm 



verschwinden, was unmöglich ist, da /7 nicht für jedes Xo, X|, etc. Null wird. 
Es verschwindet also die Determinante des Systemes, aus welchem 
die A zu bestimmen sind, nicht für alle r sondern höchstens fttr cr+l Werthe 
dieser Grösse, welche eben die Wurzeln der Gleichung cr+l^*" Grades nach r 
sind, die man erhält, indem man die Determinante gleich Null setzt. Wir 
zeigen nun, dass jedem dieser Werthe von r ein und nur ein System von h 
entspricht. In der That, lässt man die letzte Gleichung des Systems linearer 
Gleichungen, aus welchem die A bestimmt werden sollen, fort (fttr m^o)^ 
und bezeichnet die Determinanten der Systeme, die man dann erhält, wenn 
man ausserdem die erste, oder zweite, etc. Vertikalreihe streicht, resp. durch 
Äü, Äi, ... E„, so wird 

A,, : Ai : etc. : A^ — H^^H^: etc. : H^. 

Bei allgemeinem r können die H nicht sämmtlich verschwinden, weil sonst 
die ganze Determinante (a+l)**^" Grades Null wäre; daher können für ein 
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specielles r zwar die H selbst verschwinden, aber nicht alle Verhftltnisse 
H^iH^y indem man bei der Aufsuchung des Werthes von %^ den diese 
ganzen Functionen höchstens a^^"" Grades nach r hervorrufen, wenn sie wirk- 
lich verschwinden sollten, auf Ausdrücke in bestimmten Zahlen, von denen 
im schlimmsten Falle einige Null sind, gelangen muss; man findet also höchstens 
a+i verschiedene Systeme der h, also (s. oben) genau o+l. 

Als Zusatsi zieht man hieraus, dass der Rest, den eine Function f 
von niedrigerem als o'" Grade verschaffen würde, nicht mit der --(<i+2)*'", 
— (a + 3)*''", etc. Potenz von x beginnen kann. 

fl. Die wahre Entwickelung der Grösse R in einen Kettenbruch 
nennen wir die Form 

(a.) R = i 



A^ — etc. 



wenn die A ganze Functionen von x bezeichnen , und A^ fOr x = oo ver- 
schwindet, oder was dasselbe ist mir negative Poteuea von x enthält, wenn 
es als Reihe gegeben ist, welchen ganzen Werth andi m erhilt. A, au- 
gemein jede Function R, die nur negative Potenzen von x enthält, wird sich 
nnr auf eine Art in einen solchen Kettenbruch entwickeln lassen, (bt R 
die Summe einer ganzen Function und eines Theiles, der nnr negative Po- 
tenzen von X enthalt, so wird man es leicht in ganz ihnlicher Art entwickeln 
können.) Es sei nämlich 

R = A + -?!_4.A.4.etc., 

X X 9^ '» 

und Co nicht Null, so kann man setzen 

i 



Ä = 



und die Conslanten p und q so bestimmen, dass A, nnr negative Potensen 
von X enthilL Da nämlich 

Ä. jj , 

und der Zähler gleich 

wird, so hat nwi itmu nur 
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zu setzen, wodurch ;i und q eindeutig bestimmt sind. iSoUte auch Cip + Ciq^eic. 
verschwinden, so wflrde Ri nicht wie im entgegengesetzten Falle mit der 
— l**'" Potenz von x, sondern mit der — 2**% etc, anfangen. Wäre A) = 
gewesen, aber nicht c,, so hätte man 

R = i 

px* + qx-\'r'—R^ 

gesetzt, und p, q, r durch die Gleichungen 

Cip— 1=0, C2/i + Ci5' = 0, C3p+C2g+Cir = 

eindeutig bestimmt. In ähnlicher Art verfährt man, wenn noch c,, etc. ver- 
schwinden. Man kann also R in einen Kettenbruch der vorstehenden Form 
entwickeln, wo noch dazu die A im Allgemeinen ganze Functionen ersten 
Grades sein werden. 

Da -j — ZTgr "^ ^«-i ebenfalls nur negative Potenzen von x ent- 
halten kann, wenn A» diese Eigenschaft hat, so wird auch Ao, Ai, ... R^^i 
diese Eigenschaft zukommen, wenn A« sie besitzt. Das Criterium der wahren 
Entwickelung braucht also nur für ein bestimmtes m erfüllt zu sein, und ist 
dann auch fflr alle früheren m vorhanden. Wir sehen hier, dass eine wahre 
Entwickelung nur auf eine Art stattfinden kann. 

Irgend eine Function @ vom Grade a habe nun die Eigenschaft, mit R 
multiplicirt eine ganze Function ® vermehrt um den Rest ® zu geben, der 
nur negative Potenzen von x enthält. (S und ® sollen keinen gemeinsamen 

Theiler haben. Man kann dann ^ in einen Kettenbruch 

(*•) -ff = r 



il, — etc. -j- 



entwickeln; ich behaupte, dass (6.) der Anfang der wahren Entwickelung von 
R ist, dass sich also A« mit nur negativen Potenzen von x so bestimmen 
lasse, dass der Bruch (a.) gleich A ist. Es werden nur noch einige Annahmen 
hinzukommen müssen, die aber nach a. erfüllt sind, wenn @ und ® in die 
Buchstaben E und G von (5*.) übergeben. 

Es seien Z und N die Zähler und Nenner des auf gewöhnliche Art 
gebildeten letzten Näherungsbruches von (6.), so dass Z und iV sich nur 
durch einen constanten Factor von ® und (S unterscheiden; 'Z und 'iV mögen 



296 Beine, die Lamischen Functionen eersMedener Ordnungen. 

dem yorletsten Nfiherungsbruche angehören. Dann ist 



R = 



RN^Z 



"""^ "" Ä.W-'Z 
Der Zfthler von R^ ist aber im Wesentlichen AQ — ®^ bei unseren Anwen- 
dungen auf E und 6 vom Grade —(a+2)^ während 'iV von geringerem Grade 
als a ist) so dass, wenigstens bei uns, wenn der Nenner R.'N—'Z mit der 
—;>*'" Potenz von x beginnt (s. d. Zusatz unter a.), pKZa+2 ist. Folglich 
hat Ä« nur negative Potenzen von x, 

y. Wir können also, wenn r in 91 ein unter a. besprochener Wurzel- 
werth der Determinante a+r*'" Grades erlheilt wird, die JEntwickelung (a.) 
ffir 9t setzen, und wissen, dass der Näherungsnenner, welcher vom Grade a 
ist, bis auf einen constanten Factor eine Function zweiter Ordnung E^ix\ der 

dazu gehörige Zähler (?"(x), der entsprechende Rest ,^ ^ sein wird. Ich 

behaupte, d€us sämmtUche A Functionen ernten und »weiten Grade» f>on x rauf. 
Ist nämlich der Grad von A^ gleich a.^ so ist der Grad des Zählers Z und 
Nenners N von dem Nfiherungswerthe des ganzen Bruches (6.) respective 
»1+02+ •"+»11^1 und au+ai+-'-+a«^i. Letztere Zahl ist a^ erstere höch- 
stens a—l (s. 0. vielleicht genau cy— 1, wenn nicht »=0), also 0^,=! oder 2 
(vielleicht genau 1, wenn nicht n = 0). Ferner ist (Hb. $.63, p. 161) der 
Grad von 91 weniger ^em Bruche (6.) gleich —{n+a^); soll er —(«+2) sein, 
so ist a«, = 2. Brachen wir bei einer frflheren, der /i'**" Stelle ab, an der der 
Nenner des Näherungsbruches keine Function E giebt, so war dort a^ sicher 
nur 1, weil, wenn ap = 2 gewesen wäre, der Nenner, nach a., auch hätte 
ein E sein müssen; aber grösser als 2 kann a^ sicher nicht sein, weil sonst 
der Rest mit einer um drei Einheiten grösseren Potenz von — angefangen 
hätte, als der Grad des Nihernngsnenners angiebt, was unmöglich ist (vergl. 
den Zusatz' unter «.). Wir haben ako tUu Resultat: 
Entwickelt nan 



r 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, 



^ ry d» /•<» dt 



"fpW)^ iV(«) ' 
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wenn r, q nnd Qi Constanten bedeuten (man führt zwei Grössen ^ und Qg 
ein, obgleich es nur auf ihr Verhftltniss nnkommt, weil im speciellen Falle Qg 
verschwindet), in einen wahren Kettenbrucb, der nothwendig die Form hat: 

J 

px + q^ j- 



P0-ia: + ?«-i + 



p^x' + q^x + r + -^^, 



so wird immer, wenn man unmittelbar vor einer Stelle abbricht, an der ein 
Partialnenner vom zweiten Grade vorkommt, und nur dort (also hier bei 
Po^iX'\-g^^^i) der eingerichtete Bruch als Nenner E^{x)^ als Zihler CP*'{x\ 

als Rest -^^ , ■ * geben. So lange r allgemein bleibt, werden alle Partial^ 

nenner vom ersten Grade sein; man kann aber r a+i Werthe geben, von 
denen jeder an der a^**" Stelle einen Partialnenner BWeiten Grades p^x^+elc. 
hervorbringt, so dass man dadurch alle £^% (?'% F^ der eriliten Classe 
erzeugt. Diese a+1 Werthe von r sfaid Wurzeln eines Aüsdrackes vom 
Grade a+1 nach r, einer gewissen Determinante (Aehnliches gilt fOr g). 

Ob man für dasselbe r (oder -^j mehrere solche r kritischen Stellen, 

d. h. mehrere Partialnenner zweiten Grades in demselben Kettenbruche, also 
mehrere Functionen E% natürlich dann mit verschiedenen Indices n erhalt, 
kann noch nicht gesagt werden. Es findet dieses Statt oder nicht Statt, je 
nachdem durch Auflösung 4er Gleichungen für die r bei verschiedenen n ein-> 
mal eine frühere Wurzel r sich wiederholt, oder keine sich wiederfindet. 

Es möchte überflüssig sein, fthnlich, wie es im §. 5. geschah, auch hier 
aus den allgemeineren Formeln die bekannten speciellen für den Fall abzu- 
leiten, dass in tp(x) die Grössen ß und y gleich werden, und die E und F 
in Kugelfunctionen P und Q übergehen, wodurch, wie man weiss, die in 
einen Kettenbruch zu entwickelnde Grösse sich in log ^_. verwandelt. 
Man hat also das in der Einleitung erwähnte Resultat festgestellt, nach dem 
die Functionen erster Ordnung, die speciellen zweiter Ordnung und die all- 
gemeinen zweiter Ordnung sich in gleicher Weise, als Näherungsnenner und 
Reste, auf Kettenbrüche beziehen^ in die man resp. [(a?—a)(a?— /?)]""*, log^^^j, 
und ein elliptisches Integral entwickeln kann. Zu gleicher Zeit hat man eine 
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Einsicht in die wahre KeUenbrnchentwickelung elliptischer Integrale gewonnen, 
und eingesehen, welche Wichtigkeit die Stellen im Brache haben, an welchen 
das Gesete der Partialnenner aich Ändert, und ein solcher nicht mehr vom 
ersten, folglich vom zweiten Grade wird. 

Auf eine, im Augenblick muss man noch sagen äusserliche Aehnlich- 
keit der Brüche fQr die elliptischen Functionen mit jenen fDr die wahre Ent- 
Wickelung von yi> soll hier noch aufmerksam gemacht werden, wenn D eine 
ganze Function beliebigen Grades von x bezeichnet. Auch ^D giebt einen 
Kettenbruch, in dem diejenigen Stellen, an welchen Partialnenner zweiten 
Grades vorkommen, eine wichtige Rolle spielen. Nur unmittelbar vor solchen 
Stellen darf man den Bruch abbrechen, grade wie es bei unserem Bruche ge- 
schieht, und ihn einrichten, uin als Zfihler Z uiid Nenner N der so entsteheit- 
den Näherungsbrflche die ganzen Functionen zu erhalten, welche der Fdlichea 
Gleichung iV^— 2)Z^ = 1 genägen. 

§. 8. Die EntWickelung nach den Functionen zweiter Ordnung bedfuf 
nach der ausführlichen Behandlung dieses Gegenstandes im Hb. und den Er- 
örterungen von II, $.8 keiner weiteren Besprechung. Es wurde bereita auf 
die Rolle aufmerksam gemacht, die §. 5, (c.) hierbei spielt. 

Wir beschliessen die Untersuchung der Functionen zweiter Ordnung 
mit der Bemerkung, dass die Formel (5*.) sich der Hauptsache nach bereits 
im Hb. §.90, p. 241 findet, und dass diese auf die neuen Resultate des Ab- 
schnittes HI führte, die wiederum den allgemeinen Gesichtspunkt gewinnen 
Hessen, unter dem wir hier die lam^schen Functionen betrachten. Behftlt man 
nftmlich genan die Bezeichnung des Hb. bei, und setzt 

1 o' _ 

80 wird 









Berücksichtigt man noch, dass im Zflhler unter dem Summenzeichen K{x)-~K{a) 
für K{x) gesetzt werden kann, da K{a) verschwindet, so wird ^^^ efaie 



«— « 
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ganze Function «—1*'" Grades nach x, also 

*jW! ^. X 

wo G(x) eine ganze Function von x ist, welche mit pio?*""* anfängt. Dies 
ist. aber das Resultat (5* ) in der gegenwärtigen Arbeit; von Wichtigkeit für 
die neue Methode war es, dass statt des elliptischen Integrals der beiden ersten 
Gattungen zwei ganze Integrale dritter Gattung eingeführt wurden. 

IV. Die Laoiesclien Functionen dritter und höherer Ordnung. 

Wie in in, §.1 stellen wir hier am Anfange des Abschnittes unsere 
Festsetzungen und Bezeichnungen zusammen, die sich auf die Functionen dritter 
Ordnung bezieben werden. 

y;{x)=:{x-tt)(x-ß){x-y)(x-d)=^x*-C^x''+C2x'-C^x + C4i 

_ dx rß üb^dx ry txrdx -. _ r^ x'^dx 

''""i^^' "^-V yv<^' '?--"•/ y^' ^-V 7^^' 

Reden wir von Functionen höherer, der />**" Ordnung, so hat man sich unter 
i//(a?) ein Polynom p+V^" Grades vorzustellen, und die übrigen Bezeichnungen 
dem auf selbstverständliche Art entsprechend zu verallgemeinern. Die Functionen 
dritter Ordnung erhält man durch Betrachtung der DilTerentialgleichung 

(1.) ^^[n(n+2)x' + k,C,x^k,C,]^ = 0, 

die p^""' Ordnung aus der Gleichung 

Die Grössen Ar^, etc. lassen sich so bestimmen, dass für je eine Combination 
derselben ein Integral dieser Gleichungen eine ganze Function n*"^*" Grades 
von Ay By etc. ist; eine andere Lösung wird dann, nach absteigenden Po» 

lenzen von x entwickelt, mit x ^ anfangen. Die ersten Lösungen heissen 
Functionen erster Art E, die anderen Functionen zweiter Art F. Sie zer- 
fallen in Klassen, wie die Functionen zweiter Ordnung. 

Um dies f&r die Functionen dritter Gattung etwas näher zu unter- 
suchen, betrachten wir wiederum nur einen Fall, den des graden n, und zeigen, 

38» 
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dass die erste Klasse existirt, welche eine gante Function von x vom Grade 
a sein wird. Man setze deshalb in (1.) für -j-r vollstAndiger 

. ,rf*»K , , ,v X dW 

W = gox^+gix^'+eic+g^ 

nnd hat dann zur Bestimmnng der Coefficienten g, von denra man ^u ^ 1 
setzen kann, die Gleichung, in der man wieder alle C allgemein Iftsst, und 
keines gleich Null macht, 

(2m+2)(2m + 4)C4Sra-.-2-(2m+l)(2m+2)C,sr,_.^.+(4»HÄi)C^ 
-[{2m-2){2m-i) + k,]C,g,^^^i-(n-2m+4){n+2m.-2)g,^^2 = 0, 

deren linke Seite der Factor von or"* in dem Ausdrucke ist, welchen man 
erhalt, wenn man die Reihe fflr W in (1.) einsetzt. Da dann eine Reihe ent- 
steht, die mit x"'^'^ anfangt, so hat man m der Reihe nach gleich a+2, a+1, ... 
zu setzen. Für m = a+2 erhält man keine Bedingung; unser System be- 
ginnt also 

= -[in+i)n+k,]C,g^--2(2n)g,, 

= {n'+k,)Cgu-i{n^i){n^2) + k,'}C,g,-A{2n--2)g,, 

= n(m^2)C,g,^(n--2Kn^S)C,g,+i(n--4y+k,]Cg, 

-[(n-5)(n-.6)+*JC,^,-8(2»~6)y, 
und schliesst 

= 6.8C,5F,_,->5.6C3y._,+(16+*,)C,flf,.,--(2.3+*,)C,flr,.,--ii(i»+ 

= 2AC,g„^,-i.2Cg,^,+k^C,g,. 

Die ersten a von diesen a+2 Gleichungen dienen dazu alle g durch g^ aus- 
zudräcken, wodurch sie rational in ki und kj werden; die beiden letzten 
geben schliesslich zwei Gleichungen zwischen k^ und üi^, denen diese genügen 
müssen, und aus denen sie zu ermitteln sind. Die genauere Erforschung 
dieser Gleichungen, deren Grad nach ki und ifc, man leicht erkennt, und welche 
man als Determinanten resp. der ersten oder letzten a+1 Gleichungen schreiben 
kann 7 muss späteren Untersuchungen überlassen bleiben, die dann auch erst 
die Anzahl der Functionen der betreffenden Ordnung fflr jedes n. ergeben 
werden. 



Heine, die Lamiicken Functionen verschiedener Ordnungen. 301 

Von specielleren Functionen derselben Ordnung spielen bis jetzt die- 
jenigen die Hauptrolle, in welchen alle Constanten ß, y^ d, etc. einander gleich 
werden ; es sind dies die Kugelfunctionen höherer Ordnung, auf die man bei den 
EntWickelungen liommt, auf welche am Schlüsse der Einleitung hingewiesen 
wurde. Nach den dortigen Andeutungen wird man ihre Differentialgleichungen 
leicht aufstellen können, von denen man auch ohne Schwierigkeit vermittelst 
geschlossener Reihen je ein Integral findet. Wenn nicht dieser Gegenstand 
von Anderen weiter verfolgt wird, so denke ich später meine bisherigen Un- 
tersuchungen Ober dieselben weiter auszufahren, und sie dann mitzutheilen. 
Es scheint mir übrigens möglich, aus der Anzahl dieser speciellen Functionen 
ebenso Schlflsse aber die Anzahl der allgemeinen in der gleichen Klasse zu 
ziehen, wie es far die Functionen zweiter Ordnung Hb. $. 83, p. 217 geschah. 

Für den speciellen Fall « = — /?^ y = — -J gehen die Gleichungen, 
welche zur Bestimikinng der g dienen, in jTi =^3 — etc. = und in einfache 
zwischen g^^ ^2, etc. über. Letztere sind dieselben, welche III, $.2 zwischen 
jfo, 9m ^t<^- stattfinden, wenn man dort a für » schreibt. Unser E ist dann 
also im Wesentlichen eine Function zweiter Ordnung, was man schon von vorn 
herein hätte ansehen können. 

Die verschiedenen Klassen der E dritter Ordnung unterscheidet man 
wieder nach ihren Irrationalitäten; zerffillt man rp{x) auf beliebige Art in 
zwei Factoren, die ganze Functionen von x sind, ^i{x) und y^t{x)^ so haben 
sie alle die Form von Prodaeten yyj\(x).0(x)^ wo G{x) eine ganze Function 
von X bezeichnet, die nicht mit y^{x) zugleich verschwindet. Das Letztere 
folgt sogleich aus der Differentialgleichung (1.), ebenso wie der ähnliche Satz 
Hb. $. 87, p. 229 bewiesen wurde. 

Um nun E mit F in Verbindung zu bringen, wendet man das Ver- 
fahren III, §. 4 an. Durch Einführung der Grösse 

erhAlt man sunflchsk eine Gleichung aus (1.)^ welche die in I. geforderie Form 
besitzt, also nach der dortigen Methode integrirt werden kann. War z. B. 
E eine ganze Function von x, also a grade und E von der ersten Klasse, 
80 wird (I,§.3.,(2.)) 

(2.) 4^1 = CAr\-C,J,+ C,J,, 

wenn 
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ist, und wenn C,,, Cj, C^ nicht die Werlhe haben, die am Anfange dieses 
Abschnittes durch den* Buchstaben C bezeichnet wurden, sondern die Deter-- 
mitianten sind 

wo man gesetzt hat 

cf/^ ^f\^lES''^ {i)di, c['^ =/" '^z'E^-)»» dz, f?' -y%«£e>(Ä)rf». 

a ß y 

Es lasst sich dann (2.) auch in die Form zusammenziehen 

wenn nach j5o^ 2^1, ^»2 resp. in den Grenzen a und ß^ ß und ^^ ;^ und d inr 
tegrirt wird. 

Die C spielen nun dieselbe Rolle wie die c und 6 in III, so dass ge- 
wisse Verbindungen iderselben (m. vergl. III, §. 5, (a.)) verschwinden mflssen. 
Es ist daher kein äusserlicher Zusammenhangs dass der Factor unter dem In- 
tegrale 

(p = («i-aü)(«2-Äo)(«2-Äi)£''(Ä«i)£*(Äi)JS:'*(*2) 

derselbe ist, welcher bei der Coefficientenbestimmung in Reihen benutzt wird, 
die nach Producten aus drei E dritter Ordnung fortschreiten. Soll eine 
Function yj{z^)^ Si^Zi) in eine solche Reihe entwickelt werden, so kommt es 
auf das Integral 

///y^(pdzndzidZi 

ebenso an, wie auf das entsprechende bei Reihen, die nach Lomeschen Pro- 
ducten fortschreiten. 

Die Darstellung der E dritter und höherer Ordnung durch einen viel- 
faclien Differeniialquotienten gestaltet sich hier ganz Ähnlich wie an der früheren 
Stelle III, $. 6 das Entsprechende für die zweite Ordnung. 

Aus (2) leitet man endlich ab, dass > ^^^ der Rest ist, (also der 

Theil. welcher nur negative Potenzen von x enthält), der bei der Kultiplication 

von E''(x) mit 

c r - =-+c /' - +c r ^ 
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entsteht, oder, wie man sich dann bekanntlich auch ausdrücken kann, bei der 
Mnltiplicatiott von E^^xc) mit einem elliptischen Integrale der Form 

vvc«) 4 i^v(^) 

Aber dessen Kettenbruchentwickelung und deren Zusammenhang mit E und F 
sich ganz ähnliche Schlflsse machen lassen, wie in IIL 

Um die Formel III, (5^) auf unseren Fall zu übertragen hat man nur 
ffir R die eben erwähnten Integrale zu setzen, für xf){ix) seinen Werth in 
diesem Abschnitte, nnd endlich G^^x) gleich der Summe 
^f» E-Qc)--&(%) d% .f, rr E-(x)^E-(z) d% ^ r^ E-(x)^E-(i) & 

Es wird flberflflssig sein, noch etwas Weiteres über die Functionen 
höherer Ordnungen und die damit zusammenhängenden Kettenbruchentwickelun- 
gen der ^ftefechen Integrale hinzuzufOgen. 

Halle, im September 1861. 
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Sor la transformation du troisieme ordre des fbnetions 
elliptiques, extrait d^une lettre de M. Hermite 

ä P^diteur. 



.... Soit one forme biquadratique et son corari^nt da 4'^^ degri 
ä savoir 

^ = aaJ*+46a:V+6ca?'y'4-46V+»y, 
g = (ac-6')aj*+2(a6'-6c)ar»y+(fla'+3W'-3c')aj'y* 
+ 2 (a'6 - 6'c) a^' + (a'c - 6")y* . 
Eo posant snivant ra8ag;e 

/ = aa'-Abb'+Sc" 
J = aca'+Ucb'-ab"-aV-<^ 
Je considere ces deux covariants qui sont encore da 4**^ degre: 

Ig-Jf et Ig-\-9Jf 

«t qoi conduisent a la relation remarquable que voici. 

Nommons F et Cr ce qae deviennent f et g qaand ob y renplaee ap 

et y par -i-gj- et i-g^, on aara 

IG-JF = g^Ig^ZJf). 

n en resnlte d'apres le principe algebrique de Jaeobi poor la traosformation 

des fonctions elliptiques qu'en supposant y = 1 et a; seole varid>Ie et faisant 

poor abreger 

J{x) = Ig- Jf, 

J\x) = Igi-ZJf, 

on aiira 



a elant lie a x par celte relation du troisieme degre: 



2 = 



et M designant une conslante. C'est donc la transforniation du 3'^""' ordre qui 
a'oSre comme consequence de la theorie algebrique des formes biquadratiques. 
Paris, mai 1861. 
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Zerlegung der Bedingung für die Gleichheit der 
Hauptaxen eines auf einer Oberflftehe zweiter Ord- 
nung liegenden Kegelschnittes in die Summe 

von Quadraten. 

(Von Herrn Otto Hesse zu Heidelberg.) 



JLfie Bestimmung der Hauptaxen eines durch seine Gleichung in der 
Ebene gegebenen Kegelschnittes hängt von einer quadratischen Gleichung ab. 
Das Quadrat der Differenz der Wurzeln der Gleichung, ausgedrfickt durch die 
Coef&cienten in der gegebenen Kegelschnittsgleichung, Ifisst sich bekanntlich 
in die Summe von zwei Quadraten zerlegen, die einzeln verschwinden, wenn 
der Kegelschnitt ein Kreis wird. Ist der Kegelschnitt im Räume gegeben als 
der Schnitt einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung und einer gegebenen 
Ebene, so wird der Ausdruck für das Quadrat der Differenz der Wurzeln 
der quadratischen Gleichung, welche die Hauptaxen des Kegelschnittes be- 
stimmt, so complicirt, dass eine direkte Zerlegung des Ausdruckes in die 
Summe von Quadraten unausfahrbar wird. Eine Zerlegung jenes Ausdruckes 
in die Summe von zwei Quadraten ist vielleicht ganz unmöglich. Aber sie 
ist möglich und ausführbar, wenn man statt 2 Quadrate 10, 7, 6 oder 5 
gelten Ifisst. Diese Zerlegung bildet den Gegenstand der folgenden Aus- 
einandersetzung. 

Das Problem der Hauptaxen eines Kegelschnittes, der als der Schnitt einer 
Oberflfiche zweiter Ordnung f{x,y^!s) = und einer Ebene ax+by+a—d^O 
gegeben ist, Ifisst sich, wenn man annimmt, dass 

(1.) g>(x,yy») = ai3ox'^+Oii9^ + an9^+2ai2y9+2€ho9x+2€hixy 
die Summe der Glieder 2'^' Ordnung in der Gleichung f{xy y,ss) = der ge- 
gebenen Oberflfiche zweiter Ordnung sei, und dass zwischen den Coefficienten 
a, b, c in der Gleichung der Ebene die Relation bestehe: 

(2.) a'+b'+c' = 1, 
rein algebraisch so auffassen*): 



*) Siehe Vorlesungen über analytische Geometrie des Baumes von 0. Heue, 
1861, pag. 329. 

Joanial ffir Matliemat^ Bd. LX. Heft 4. 39 
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Die Substitutionen tu bestimmen: 

IX = aX-\-a'Y+a"Z, 
(3.) )y = bX+b'Y+b"Z, 
\i = cX+c'Y+e"Z, 
welche die Gleichungen 

(4.) xHy'+a* = X'+Y'^P, 

(5.) <pix,y,z) = KX'+liY*+k^P-2n'YX-2,u"ZX 
iu identischen Gleichungen machen. 

Es fQhrl dieses Problem auf die in i. quadratische Gleichung: 



(6.) 



Oon— ^ 


«Ol 


«oa 


a 


Oin 


Un-i. 


o„ 


b 


«20 


«21 


«w-^ 


c 


a 


b 


c 






0*), 



deren Wurzeln eben jene Coefficienten li und i^ von F^ und Z^ in (5.) sind. 

Dieses voransgeseizi, Iiandelt es sich nun darum, das Quadrat der 
Differenz (in—^i) durcli die Coefficienten in der gegebenen Function (p(x,y,!i) 
und durch die gegebenen Coefficienten a, b^ c in der Gleichung der Elbene 
auszudrücken und diesen Ausdruck als die Summe von Quadraten darzustellen. 

Zu diesem Zwecke differentiiren wir die durch die Substitutionen (3.) 
identischen Gleichungen (4.) und (5.) partiell nach X^ wodurch wir erhalten: 

(7.) ax-\-by + cz =-- Xy 

(8.) i(p\a).x+^(p\b).y+^<p\c).z = KX-^I^'Y ^u"Z. 

Wir bringen ferner einen Determinanten -Salz, dieses Journal Bd. 22, 
p. 341, in Erinnerung, dem wir folgende Fassung geben: 

Wenn n gegebene Functionen von eben so vielen Variabein durch 
irgend welche Substitutionen von einer gleichen Zahl neuer Variabein 
transfomiirt werden^ so ist das Product der Determinante der gegebenen 
Functionen und der Determinante der Substitutionen gleich der Deter- 
minante der transformirten Functionen. 

In dem vorliegenden Falle, der Substitutionen (3.), welche die Glei- 
chung (4.) zu einer identischen Gleichung machen, ist die Determinante der 
Substitution gleich +1 oder gleich —1. Wir können aber annehmen, sie sei 



*) h. c. p.331. 
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gleich +1. Denn im entgegengesetzten Falle braucht man nur die Vorzeichen 
sämmtlicher Substitutionscoefficienten in die entgegengesetzten zu verändern. 
Man hat daher den Satz: 

Wenn 3 gegebene Functionen der Variabein x, y, z durch die Sub- 
stitutionen (3.)^ welche die Gleichung (4.) zu einer identischen Gleichung 
machen, transformirt werden, so ist die Determinante der gegebenen 
Functionen gleich der Determinante der transformirten Functionen. 
Nach diesem Satze wird die durch 4 dividirte Determinante A 
drei Functionen (7.), (4.), (5.): 



der 









a b c 






(9.) A = 


X y » 




oder: 




W(^) i<P\9) }<P'(») 








1 


A 


== 


X Y Z 


und entwickelt: 




KX-fi'Y- 


fi'Z k,Y-fi'X KZ-(i"X 



(10.) A = (i,-;ii)yz+Cti'z-^"y)x 

Ebenso wird die durch 2 dividirte Determinante der drei Functionen (7.), (4.), (8.): 



(11.) 



V = 



oder: 



und entwiclielt: 



a 

X 

iy'(«) 
1 

X 




Y 



y 



z 

-u" 



c 



(12.) 



Multiplicirt man diese Gleichung mit X und zieht sie von (10.) ab, so er- 
hält man: 

(13.) A-VJC = (Aj-AO^Z, 
eine Gleichung, welche auf ihrer rechten Seite nur das Product der Variabein 
YZ mit dem Factor l^^ — l^ enthält, während die linke Seite eine durch (9.), 
(11.) und (7.) gegebene Function der Yariabeln x, y, s ist. 

Diese Gleichung, gleich ¥rie die folgende, welche durch Multiplication 
mit X aus ihr hervorgeht: 

(14.) Ajr-vjr* = (i^-i,)XYZ, 

ist eine durch die Substitutionen (3.) des Problems identische Gleichung. 

39* 
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Die Differentiation der durch die Substitutionen (3.) identischen Glei- 
chung (4.) nach X, Y, Z, oder die Auflösung der Substitutionen, welche die 
Gleichung (4.) zu einer identischen machen, giebt: 

X = ax +hy +c». 

Wenn wir das Product dieser aufgelösten Substitutionen, welche die Glei- 
chung (4.) zu einer identischen machen, ent¥rickeln wie folgt: 

(16.) XYZ = -2-A«.«.csa^"^y"«Ä% 
so haben ¥rir z¥rischen den EntwickelungscoefGcienten die Gleichungen: 

,1 = 6{A5oO+^'i30+^}+^I 



(15.) 



Un 



(18) P " 15{^Lo-f-^S3.,+^}+^I,. 

' +(-^120 -^102) +(-^12 — -^21ü) +(-^2<U — -^«1) )• 

Entwickeln wir aber auch den linken Theil der Gleichung (14.), der 
eine rationale Function ist der Goefficienten in dem Ausdrucke 9(0:^9^«) und 
der Coefßcienten a^ b, c, indem wir setzen: 

(19.) AX-^VX^ = -^««....,a:V»% 
so ergiebt sich durch Substitution von (16.) und (19.) in (14.) und Verglei- 
chung der beiden Seilen der letzten Gleichung: 

(20.) ^....,, = -^^^ 

Substituirt man diese Werthe in (17.) und (18.), so erhält man die 
gesuchte Zerlegung des Quadrates der Differenz in—^i iu die Summe von 10 
Quadraten: 

und in die Summe von 7 Quadraten: 

\{K-li? = 15{ai«+a5«,+aiB}+i^. 

+ (aiiu-aia2)*+(aM,— iij|o)*+(aaüi--aoa)'- 
Um die dritte Zerlegung des Quadrates der Differenz in die Summe 
von 6 oder 5 Quadraten vorzubereiten, werden wir die Gleidiung (17.) aus 



(31.) j' 



(82.) }" 



•) L. 0. p.216. 
•0 L. 0. p.817. 
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einem neuen Gesichtspunkte beweisen *) und daraus eine zweite, dem Zwecke 
dienliche, analoge Gleichung entwickeln. 

Die Transformation einer gegebenen homogenen Function: 
(23.) ^£„.«,«,X«'>y«'Z«« 
der drei Variabein -X, Y, Z von der m**'" Ordnung, also in der Voraussetzung 
«o+«i+«2 = '»> durch irgend welche lineare Substitutionen (3.) Ifisst sich 
ausführen wie die Transformation einer linearen homogenen Function durch 
ebenfalls lineare Substitutionen, deren Anzahl aber gleich ist der Zahl p der 
Falle, in welchen a„4-ai + cx2 = m ist. 

Um letztere darzustellen, bilden wir das Froduct X^*Y'''Z''* durch die 
Substitutionen (3.): 

indem wir mit ß^^^ /ii, /?3 in der Summe alle Zahlen 0, 1 . . . m bezeichnen, 
deren Summe gleich m ist. 

Diese Gleichung (24.) stellt ein ganzes System von p Gleichungen dar, 
da in ihr cxo, «i, a, irgend welche Zahlen 0, 1 ... m bedeuten, deren Summe 
gleich m ist. Dieses System (24.) von p Gleichungen ist ein lineares, wenn 
man in ihm die p Producte o^^y^^js^*, als die Unbekannten und die p Producte 
JC"*y"'Z"« als irgend welche gegebene Grössen betrachtet; und die Zahl der 
Gleichungen ist gerade gleich der Zahl der Unbekannten. 

Betrachtet man daher die p Producte JIC"" y"»Z"« als von einander un- 
abhängige Variable und die p Producte x^'^y^^z^^ ebenfalls als von einander 
unabhängige Variable, so stellt das System Gleichungen (24.) lineare Sub- 
stitutionen dar, deren Anzahl gleich p ist. 

Muliiplicirt man nun die Gleichung (24.) mit Ea^a^a^ und nimmt die 
Summe aller p Gleichungen, so erhilt man, wenn man den rechten Theil der 
Gleichung nach den unabhängigen Variabein x'*oy'*t:i«t ordnet, eine Gleichung 
von der Form: 

(25.) :SE„,„,«,X««r«»Z«« = -S'ea.a^a^ar-oy«.««., 
nämlich die Transformation der gegebenen Function (23.) der m^*' Ordnung 
durch die Substitutionen (3.). 

Da diese Gleichung eine Folge ist der p linearen Substitutionen (24.), 
so wird man in ihr für die p Variabein Jir"°y"«Z"« irgend welche Werthe 



*) Der Beweis ist aus einer brieflichen Mittheilong des Prof. Clebsch genommen. 
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Ba^a^tt, setzen können, wenn man gleichzeitig für die p anderen Variablen 
a:«oy«iJ5«. diejenigen Werthe 6«,o,«, setzt, welche jenen durch die p linearen 
Substitutionen (24.) entsprechen. Man wird dadurch aus (25.) immer eine 
richtige Gleichung erhalten. Wir drücken diese Bemerkungen als Satz aus 
wie folgt: 

Wenn die linearen Substitutionen (3.) die Gleichung (25.) zu einer iden- 
tischen Gleichung machen^ so ist es erlaubt in ihr statt der Producte 
^Y«oy«i2«? irgend welche Werthe Ba^a^n^ zu setzen, wenn man gleich- 
zeitig für a;««y«iJ5«2 diejenigen Werthe b„^n^a^ setzt, welche jenen in dem 
linearen Systeme (24.) von p Gleichungen entsprechen. 

Wir werden fortan annehmen, dass die Substitutionen (3.) orthogonale 
seien, welche also die Gleichung (4.) zu einer identischen machen. Alsdann 
sind auch folgende orthogonale Substitutionen: 

(26.) y, = a'x,+b'y,+c'z,, 

und man hat die durch die orthogonalen Substitutionen (3.) und (26.) identische 
Gleichung: 

(27.) XX,+ YY,+ZZ, = xx,+yy,+zz, 
gleich wie die folgende: 

(28.) {XX,+ YY, + ZZ,r = {xx,+yy,+zz,r. 
Entwickeln wir diese Gleichung nach dem polynomischen Lehrsatze, indem 
wir setzen 

n{m) = 1.2 ... m, 

und lassen den allen Gliedern der Entwickelung gemeinsamen Factor /7(m) 
fort, so erhalten wir: 

Denken wir uns in dieser Gleichung für Xi, y,, Zi die Werthe (26.) 
gesetzt, so wird sie, wie (25.), eine durch die Substitutionen (3.) identische 
GleichBng und erfüllt die Bedingungen des angegebenen Satzes. Man hat 
daher: 

(31.) ^^^^^^^^X^'^Y^^Z^^ = js-^^^^^^x^t^y^^z^. 



(29.) 
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Es ist dieses wieder eine durch die Substitutionen (26.) identische Gleichung, 
in welcher die Coef&cienten *«„«,«, durch die Coefficienten Ba^a.a^ bedingt 
sind. Die ersteren 6«^«,«, kann man daher durch die anderen Ba^a^a.^ entweder 
durch die Entwickelung von (31.) bestimmen oder durch Auflösung der 
linearen Gleichungen (24.). Hiernach hat man den Satz: 

Wenn eine gegebene homogene Function: 2: " "'"* Xf«>y^Zf« der 
m'^'' Ordnung durch die orthogonalen Substitutionen (26.) transformirt 
wird in: ^ ?,"'"'"' x"Y,^z"^, so genügen die Werthe A'"'>y««Z''« = Ä« „ « 
und x«oy««a«« = ba^a^a^ den p linearen Gleichungen (24.), 

Die Gleichung (31.) erfttlll durch die Substitutionen (26.) die Be- 
dingungen des ersten Satzes. Wendet man diesen Salz auf die genannte 
Gleichung an, so ergiebt sich daraus folgender Satz: 

Wenn die orthogonalen Substitutionen (26.) die Gleichung (31.), in 
welcher der linke Theil irgend eine gegebene homogene Function der 
m'^'' Ordnung ist^ iu einer identischen machen, so hat man: 

Wir werden zwei specielle FäUc hervorheben. Wir werden erstens 
annehmen, dass m^3 sei und dass alle Ba^a^a^^O seien mit Ausnahme des 
einen jBiii = 1. Unter dieser Annahme wird die Gleichung (31.): 

(33.) XYZ = -^---^^^i^a^uy«,»«, 
und man hat nach dem letzten Satze: 

(34.) 1 = ^i^i^^if!^-. 

Ca,,«,«, 

Setzen wir aber, um von unserer früheren Bezeichnung Gebrauch zu machen: 

(o5.) 6a„«,«j = ^«^«,«^-^«„«,«.^9 

indem wir die durch die Substitutionen (3.) identische Gleichung (33.) also 

darstellen: 

(36.) XYZ = JS'^«„«,„.^x«.jf«.»«., 

$0 geht die Gleichung (34.) Ober in: 

(37.) 1 = ^Ca^^a^a^Äl^a^a^^ 

woraus durch Entwickelung die Gleichung (17.) hervorgeht. 

Wenn wir zweitens m = 2 setzen und alle Ä«^«,«, verschwinden lassen 
mit Ausnahme von ^oa? welches gleich 1 sei, so erhalten wir aus (31.): 
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(38.) YZ = JS:-^?!^i2i^ir«. ,«!««. 

und hieraus nach dem letzten Satze: 

(39.) 1 = S^^sifhfli,* 

Setzen wir endlich, um dieselbe Bezeichnung zu gebrauchen: 
SO gehen (38.) und (39.) Aber in: 

(41.) YZ = :SAa^a,a,X-^y-^^-^, 
(42.) 1 = ^Ca^a^a.Aii^a^a^^ 

von welchen Gleichungen die letzte entwickelt giebt: 

(43.) 1 = 2(Al,,+AU+A}^)+Atn+AU+A]u^. 
Zwischen den Substitutions-Coefficienten hat man die Gleichung: 
a'a"+b%"+c'c" = 0, welche nach der eingefQhrten Bezeichnung sich so 
darstellt: 

Es ist daher: 

(-4i20 -^«M«) = -^(laj — ^-^^UW -4jü2 + -4mä ? 

woraus hervorgeht: 

Zieht man diese Gleichung von (43.) ab, so erhält man: 

(44.) 1 = 3^i„+(^«i-Ai«)'+^Sii+^Joi + ^uo. 
Entwickeln wir nun den linken Theil der Gleichung (13.), indem wir setzen: 
(45.) A-VJT = ^a«„«,«..a?«-f «.»«., 
so ergiebt sich durch Yergleichung der durch die Substitutionen (3.) identischen 
Gleichungen (13.) und (41.): 

(46.) A.^a,„, = ■^, 

wodurch (43.) und (44.) übergehen in: 

(47.) (A,-i.)' = 2(4«+flS2u+a3«)+aSx.+aI,a+aSi., 
(48.) i)^-X,y = 34..+(a,«,-a„„)'+aS„+fl^oi+flS.,. 

Dieses sind die gesuchten Zerlegungen des Quadrates der Differenz (I2—X1) 

in die Summe von 6 oder 5 Quadraten. 

Heidelberg, 1862. 
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Sar les suriiiees gauehes du troisi^me degre. 

(Par M. L. Cremona k, Bologne.) 



1. Uiie surface gauche du 3"" degre contient toujours une droite 
double et, en genercd, une autre directrice rectiligne non double. C'esl-a-dire, 
la surface, dont il s'agit, peut, en g^neral, ötre consideree comme lieu d'une 
droite mobile qui s'appuie sur une conique plane et sur deux droites, dont 
Tune (la droite double) ait un point commun avec la conique. 

Mais il y a une surface gauche particuliere (du S"" degre), dans la- 
quelle les deux directrices rectilignes colncident. M. Cayley a eu la bonte 
de me communiquer la decouverte de ce cas singulier. Dans sa lettre du 
12 juin 1861 Tillustre geometre donne, pour cette surface particuliere, la 
conslruction geometrique qui suit: 

^Prenons une courbe cubique plane avec un point double; menons par 
^ce point une droite quelconque et supposons que les plans A, By Cy . . . 
„menes par cette droite correspondent anharmoniquement aux points a^ b, c, .., 
yyde la mdme droite; alors, si par un point m quelconque de la droite onmene 
^dans le plan correspondant M une droite qui rencontre la courbe cubique, 
5,le lieu de cetle droite sera la surface gauche du 3* ordre . . . .^ 

Dans ce petit travail, j'ai Tintention de deduire cette surface particuliere 
de la theorie generale que j'ai exposee dans mon memoire ^jlSutte super ficie 
gohbe del terz ordine^ *). 

2. On doit ä M. ScUmon*^) une proposition tres-importante, qui est 
fondamentale dans la theorie des surfaces reglees. Cette proposition repond 
ä la question : ^Quel est Tordre de la surface engendree par une droite mobile 
qui s^appnie sur trois directrices donnees?^ C'est-ä-dire: en combien de 
points cette surface est -eile percee par une droite arbitraire R? Seit m, m\ 
fß" los ordres des lignes directrices donnees. La question revient a chercher 
le nombre des points ou la courbe (m) rencontre la surface gauche dont les 
directrices soient les courbes (m'), {m") et la droite R. Ce nombre sera le 
produit de m par Tordre de cette demiere surface. 

♦) Atti del R. Instituto Lorabardo, vol. II, 1861. 
*♦) Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. VIII, 1853. 
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Pareillement, Tordre de celle surface sera le produit de m' par l*ordre 
d'une sorface ganche, dont les directrices soient (m")j R et une autre droite 
R\ Et de mSme Tordre de cette ucuvelle surface sera egal au produit de m" 
par Tordre d'une surface gauche qui ait pour directrices trois droites R, R', R". 

Donc, Tordre de la surface dont les directrices sont les lignes (m), 
(»»'), (m") est, en general, 2mm'm". 

Je dis en generale car ce nombre s^abaisse, lorsque les directrices ont 
des points commtnis, deux a deux. Si, par exemple, les courbes (m')j (m") 
ont r points communs, la surface dont les directrices sont (m")^ R, R' est 
rencontr^e par la courbe (m') en 2mW— r autres points, seuleinent; et par 
consequent, Tordre de la surface demandee sera 2mm'm"—rm. Si, outre cela, 
la couri>e (m) a r' points communs avec la courbe (m") et r" points conirouns arec 
(ifi'), Tordre de la surface reglee, dont les directrices sont (m), (m')^ {^"\ 8ei*s 

2mm'm'' -rm- r[m' - r"m". 

On peut regarder tout point p de la courbe (m) comme sommel d'nn 
cöne passant par la courbe (m') et d'un autre cöne qui ait pour directrice la 
ligne {m"), Les m'm" droites communes a ces cönes sont des generatricea 
de la surface dont il s^agit, et sont les seules qui passent par p. Donc, pour 
cette surface, les directrices (m), (m'), (m") sont des lignes multiples et leur 
multiplicile s'eleve aux degres m'm"y m"m, mm! respectivement. 

Lorsque les directrices ont, deux a deux, r, r', r" points communs, 
ces degres de multiplicite devienuent 

mW— r, m"m— /, mm'—r". 
Hais, si Ton a m"= 1, c'est-a-dire, que Tune des directrices est une droite A^ 
et si Ton prend un point p de cette droite comme sommet de deux cönes 
passant par les courbes (m)^ (m!) respectivement, cette droite est une ge- 
neratrice multiple, dont la multiplicite est du degre r\pour le premier cdue 
et du degre r pour Tautre; donc la multiplicite de R pour la surface gauche 
est du degre mm'—r*'—rr\ 

3. En vertu de ces principes generaux, si les directrices sont deux 
coniques Cy C et une droite Dy ayant, deux a deux, un point commun^ la 
surface gauche est du 3* degre; D est la droite double; C, C sont des 
lignes simples. Tonte surface gauche cubique admet cette generation, saroir: 

Une iurface gauche quelconque du 3^ degre peut etre engaidree par 
une droite mobile qui sappuie sur trois directrices, une droite et deux coniques. 
qui aient, deux ä deux, un point commun. 
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En general , en chaque point p de la droite double D se crouient 
deux generatrices, dont le plan tourne autour d'une droite fixe E^ qai est la 
deuxieme directrice rectiligne (non double). Ces deux generatrices^ avec la 
droite double, determinent deux plans qui sont tangens a la surface en p. 
Mais il y a, sur la droite D, deux points (reels ou imaginaires) qu'on peut 
nommer cuspidaux: en chacun de ces points il y a un seul plan tangent et 
une seule generatrice; et le long de ces deux generatrices particulieres, la 
surface est touchee par deux plans qui passent par la deuxieme directrice E, 

On a donc quatre plans tangens, essentiellement distincts de tous les 
autres, savoir. les deux plans tangens aux points cuspidaux, et les plans 
tangens le long des generatrices correspondantes aux points cuspidaux. Ces 
plans sont tous reels ou tous imaginaires ensemble; et si Ton rapporte la 
surface au tetraedre forme par eux, on a Tequation tres- simple: 

x^z—w^y = 0. 

4. Dans le cas singulier, Signale par M. Cayley^ les droites D^ E 
coincident en une seule, D, et les quatre plans dont il a ete question d-^ 
dessus se reduisent a un plan unique. Pour obtenir celte surface particulidre, 
il suffit de supposer que les coniques Cy C soient touchees par un m^e 
plan 71 y passant par D. Dans ce cas, les deux cdnes ayant pour bases les 
courbes Cy C et pour sommet commun un point quelconque p de D^ se 
touchent entr'eux le long de la droite D; donc, Tune des deux generatrices 
de la surface gauche, qui, dans le cas general, se croisent en py se confond 
actuellement avec D; Tautre seule est differente de D. De möme. Tun des 
deux plans qui, en general, sont tangens a la surface en p coincide dans ce 
cas avec n^ quelque soit p. Et il y a un seul point (cuspidal) de D, oü 
les generatrices coincident toutes deux avec D, et les deux plans tangens 
coincident avec n. 

On obtient aussi d'une autre raaniere ce cas singulier. Dans mon 
memoire y^Sur quelques proprietes des courbes gauckes de troisidme ordre et 
classe'^ (tom. 58 de ce Journal), j'ai demontre que, si Ton donne deux series 
projectives de points sur une droite E et sur une conique Cy non siluees 
dans un m6me plan, les droiles qui joignent les couples de points homologues 
forment une surface cubique, dont la droite double est une droite D appuyee 
en un point sur la conique C, et la deuxieme directrice rectiligne est E. 
Mais si la droite donnee E est elle-mdme appuyee en un point sur la co- 
nique Cy on a precisement la surface de M. Cayley. C'est-a-dire, que Ton 

40» 
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peilt confiddrer cetle surface comme liea des droiies qui joignent les points 
eorrespondaos de deux series projectives donnees, Tune sar une droite D, 
Taulre aar ane conique C appay^e en an point a sur la droite D. 

Si Ton coDfidere ce point a comme appartenant a 1> et que 1-on 
ddfigne par a' fon homologue en C, la droite aa' est une generatrice de la 
anrface. Et si Ton designe par o' ce m6me point a considere comme ap- 
partenant i Cy son homologue o mr D sera le point cnspidal, savoir le point 
oü la generatrice colnoide avec D. 

5. Au moyen du principe de dualite, on conolut de ce qui precede, 
d^autres moyens d*engendrer la surface dont nous nous occupons. 

Concevons deux cönes de 2"^ degre touclies par un mSme plan donne 
et par une m6me droite donn^e E. Qu'une droite mobile rencontre toujours 
cette droite E et se maintienne tangente aux deux cönes, eile engendrera une 
surface gauche cubique, dont E est, en general, la directrice non double; 
c*est-&-dire que tout plan mene par E coupe la surface suivant deux ge- 
niralrices qui se croisent sur une droite fixe Z) (la droite double). — Si la 
droite donnee touohe dans un möme point les deux cönes, les droites D, E 
colncident, et on a la surface particuliere de M. Cayley. 

Concevons en second lieu une droite D et un cöne de 2*^ degre; les 
plans menös par D correspondent anharmoniquement aux plans tangens da 
cöne. Les droites, suivant lesquelles s^entrecoupent les plans homologues 
forroent une surface gauche cubique, qui a pour droite double la droite donnee, 
mais qui, en gönöral, admet une autre directrice rectiligne. Cette surface se 
riduit i Celle de M. Cktyleyy lorsque la droite D est tangente au cöne donn^. 

II. 

6. Je saisis cette occasion pour enoncer quelques proprietes de la 
surface gauche generale du 3*^ degre: proprietes qui ne me semblent pas de- 
pourvues d'interöt. 

Seit fli un point quekonque de la surface gauche cub^ue 2, et ml 
le pole de la geaeratrice passaat par m^ relatif a la conique, suivant laquelle 
la surface est caupde par le plan tangent en m. J'ai demontre dans uuni 
B^aioire deja cite^) que, si m parcourt la surface JSy le pole correspoiidaat 
ai' d^crit une autre surface gauche cubique £'y et les deux surfaces 2y, ^' 



*) AtÜ dd R. lastitato Lombarde, toL IL 
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ont celte propriete que le tetraedre fondamental dont il a ete qnestion i la 
fin du n^. 3 leur est commun. 

(Dans la surface gauche cubique particuliere qui a un^ seule direcirice 
rectiligne, si m parcourt une generalrice, le pole m' decrit ane droile qui 
passe toujours par le point cospidal et est situee dans le plan tangent k la 
surface le long de la droite double. Donc, dans ce cas, ce plan considerö 
comme Tassemblage de droites, en nombre infini, menees par le point cuspidal, 
est le lieu complet des pdles m'). 

On peut aussi obtenir la surface JS" de cette aulre maniere. Soft M 
un plan tangent quelconque de la surface donnee JS^ et M' le plan polaire 
de la generatrice contenue en M^ relatif au cöne du 2"^ degre circonscril i 
JS et ayant pour sommet le point de contact du plan M. Si ce plan glisse 
sur la surface ^, Tenveloppe du plan M' est la surface 2' 

Un plan arbitraire P coupe la surface JS suivant une courbe du 3* ordre 
et de la 4^ classe. Les pöles correspoiidans aux points de cette courbe se 
trouvent dans une autre courbe plane de mdme ordre et classe, qui est Tin- 
tersection de la surface JS' avec un certain plan F. En variant simultanement, 
les plans P^ P' engendrent deux ligures homographiques, dans lesquelles la 
surface JS" correspond ä la surface ^^ et le tetraedre • fondamental (n''. 3) 
correspond ä soi-möme. Yoici la relation entre deux points homologues p, p^ 
de ces figures: les plans tangens ä 2 menes par p forment un cöne de 
4^ ordre et 3* classe, et les plans polaires correspondans forment un autre 
cöne de möme ordre et classe, circonscrit a JS' et ayant son sommet en p\ 

Si le pole m' s'eloigne ä rinlini, la conique situee dans le plan tangent 
en m a son centre sur la generatrice qui passe par ce point; donc, par toute 
generatrice de la surface gauche cubique on peut mener un plan coupant la 
surface suivant une conique, dont le centre seit sur la generatrice. Les plans 
des coniques analogues forment une developpable de 4*" classe et 6* ordre, 
circonscrile a la surface gauche donnee suivant une courbe plane. Le plan 
de cette courbe de contact est ce que devient P, lorsque P' s'eloigne a 
Tinfini, dans les deux figures homographiques mentionnees ci-dessus. 

7. Proposons nous cette question: parmi les coniques, en nombre 
donblement inflni, suivant lesquelles la surface gauche cubique est coupee par 
ses plans tangens, y a-t-il des cercles? 

Toutes les spheres sont coupees par le plan a Tinfini suivant un möme 
cercle (imaginaire) constant; je le designerai par C<. Reciproquement, toute 
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Burface de 2"^ ordre passant par le cercle C; est une sphere. Par consequeEl, 
toule conique plane ayant deux points ä Tinfini sur C; est une circonference 
de cercle. 

Le plan a Tinfini conpe notre surface cubique gaudie suivant une 
courbe Li de 3* ordre et 4* classe, ayant un point double a rintersection de 
la droite double. La courbe Li rencontre le cercle imaginaire Q en six points 
imaginaires situes, deux ä deux, sur trois droites reelles. Seit R une de oes 
droites ; soient w, cd' les points (imaginaires) oü eile rencontre simultanement 
Ci et Li; r le troisieme point (reel) oü R coupe la cubique Li. La gineratrice 
de la surface JS qui aboutit en r determine, avec A^ un plan langent a ia 
surface; ce plan coupe eyidemment JS suivant une conique dont les points k 
Tinfini sont Wy w'^ c*est-a-dire, suivant un cercle. De m£nie pour les deux 
autres droites analogues a R^ donc: 

PamU les comques planes intcriles dans une surface gauehe du 3^ degri, 
il y a trois cercles. 

Ces cercles se reduisent a deux seulement, lorsque le plan a Tinfini 
est lui-möme tangent ä la surface, c'est-a-dire, lorsque la surface a une 
generatrice a Tinfini. 

S. Autre question: par une generatrice donne de la surface cubique gauche 
pcut-on mener un plan qui coupe la surface suivant une hyperbole ^quilatere? 

L'hyperbole equilatere est une conique donl les points & Tinfini sont 
conjugues harrooniques par rapporl au cercle imaginaire C/. 

Soit a le point oü la generatrice donnee rencontre le plan ä Tinfini. 
La question revient donc ä la suivante: Par un point donne a d^une cubique Li 
mener une droite qui rencontre Li et une conique donnee C; en quatre points 
harmoniques. Ce problemo admet, comme on sait, trois Solutions; donc: 

Par toute generatrice d'tme surface gauche cubique on peut mener trois 
plans qui coupent la surface suivant des kgperboles iquilatäres. 

9. Considerons maintenant les plans qui coupent la surface 2 suivant 
des paraboles. 

Toute droite ab, a Tinfini, qui soit langente a la cubique Li en un 
point ay rencontre cette courbe en un autre point b. La generatrice de JS, 
aboutissant a b, determine, avec la droite ab, un plan qui coupe la surface 
suivant une conique tangente en a a la droite ab, c'est-a-dire, suivant une 
parabole; car une parabole n'esl autre chose qu'une conique ayant une tan* 
gente a Tinfini. 
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Par chaqne point d'one courbe plane de 3* ordre et 4*" classe, teile 
que Li, on peut mener deux droites qui toaehent la courbe en d'autres points. 
Ainsi par taute geniratrice de la surface gauche cubique on peut^ en general, 
mener deux plans qui coupent la surface auwant des paraboles; je les nom- 
merai plans paraboliqnes. 

Tous les plans paraboliqnes enveloppent une developpable de 4*" classe et 
6* ordre, circonscrite k la surface donnee suivant une courbe gauche de G*" ordre. 

10. Toutes les coniques inscrites dans la surface JS et situees dans des 
plans roenes par une mdme generatrice ont un point commun: c'est le point oü la 
generatrice s'appuie sur la droile double. Par tont autre point de la generatrice 
passe une seule conique inscrite, dont le plan touche la surface en ce point. 

Les deux plans paraboliqnes (et par consequent leurs poinls de contact) 
passant par une möme generatrice donnee peuyent 6tre reels, imaginaires ou 
colncidens. 

Dans le premier cas, les poinls de contact des deux plans paraboliques 
determinent un segment fini sur la generatrice donnee; tous les points de ce 
Segment sont les points de contact pour des plans tangens qui coupent la sur- 
face suiyant des ellipses (plans elliptiqnes) ; tandis que tous les untres points 
de la geniratrice sont les points de contact pour des plans qui coupent la 
surface suirant des hyperboles (plans hyperholiques). 

Dans le dcuxienie cas, tous les plans menes par la generatrice donnee 
coupent la surface suirant des hyperboles. 

Dans le demier cas, a Texception d^un seul plan parabolique, tous les 
plans menis par la generatrice donnent des hyperboles. 

11 est superflu d'observer qu'ici on ne considere pas les deux plans 
tangens qu^on peut faire passer par la generatrice donnee et par Tune ou 
l'autre direclrice rectiligne de la surface. 

11. Le point double d^une cubique plane de la 4^ classe peut £tre 
ou un pirint isolS (conjugue), ou un node, Dans le premier cas, tont point 
de la courbe est Tinlersection de deux droites reelles et distinctes qui touchent 
la courbe en d'autres poinls. Dans le deuxieme cas, le ppint nodal divise la 
courbe en deux parlies; Tune de ces parties conüent le point (reel) d'inflexion. 
Par chaque point de celte partie (et par aucun des poinls de Tautre) on peut 
mener deux droites reelles qui louchent la courbe ailleurs. 

La cubique L, a un node ou un point isole suivant que le point a Tin- 
ßni de la droite double est Tinterseclion de deux generatrices reelles ou 
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imaginaires. En appliquant cetf conaiderations anx divers cas offerts par lea 
anrfaces gauches du 3^ degre, on obtient les resoltats qni snhrent. 

l''. Surface gauche du 3" degri avec deux points cuepidamx rieb. 
Ici il faut distinguer deux cas possibles. Nommons a^ b les points caspidaux. 

a) Dans chaque point du segment fini ab (el dans aucun autre point 
de la droite double) se croisent deux generatrices reelles. Dans ce cas, par 
chaque generatrice de la surface passent deux plans paraboliques reels. 

6) Les generatrices reelles se croisent, deux a deux, exchmcement 
sur les deux segmens infinis de la droite double, dont Tun commence en o» 
et Tautre en 6. Dans ce cas, par toute generatrice appuyee sur Tun des 
segmens infinis, passent deux plans paraboliques reels; tandis que tous les 
plans menes par les generatrices appuyees sur Tautre segment infini sont 
hyperboliques. Dans ce mdme cas, il y a deux generatrices (reelles) paralleles 
a la droite double; par chacune de ces deux generatrices passe un seul plan 
parabolique. 

2"^. Surface gauche du 3^ degre aans points cuepidaux riels. Tout 
point de ]a droite double est Tintersection de deux generatrices reelles: deux 
plans paraboliques reels passent par Tune d'elles, aucun par Tautre. II y a, 
aussi dans ce cas, deux generatrices (reelles) paralleles a la droite double; 
par chacune de ces generatrices passe un seul plan parabolique. 

Yoila les seuls cas possibles de la surface gauche cubique ginirohy 
c. a. d. de celle qui a deux directrices rectilignes distinctes. Yenons main- 
teuant au cas particulier de M. Cayley. 

S^. Surface gauche du 3^ degre aeec un eeul point cuspidal. La 
droite double, dans chacun de ses points, est rencontree par une generatrice 
(reelle). Le point cuspidal divise la droite double en deux segmens infinis. 
Deux plans paraboliques reels passent par toute generatrice appuyee sur 
Tun de ces segmens; aucun par les generatrices appuyees sur Tautre segment. 
II y a une generatrice parallele a la droite doubler par cette generatrice 
passe un seul plan parabolique. 

II serait maintenant bien facile d'etablir les modifications que ces re- 
sultats subissent dans les cas ou le plan a Tinfini aurait une position particuliere 
par rapport ä la surface; j'en laisse le soin au lecteur. 

Bologne, 1^^ septembre 1861. 
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lieber die Anziehung einer von zwei ähnlichen 
Flächen zweiten Grades begrenzten Schale« 

(Von Herrn Melder zu Fraastadt.) 



Uas Problem der Altradion der EUipsoide, welches für den Fall des 
Newtonschen Gesetzes von den Malhematikern auf die verschiedenste Weise 
behandelt worden ist, ist von Dirichlet vermöge der Methode des discontkiuir- 
lichen Factors*) bekanntlich auch für den aligemeineren Fall gelöst worden, 
dass die Anziehung der y" Potenz der Entfernung umgekehrt proportional 
ist. Die Formeln sind nur für den Fall entwickelt, dass p zwischen 2 und 3 
liegt; aber es findet sich, wenn auch ohne jeden weiteren Zusatz, die Be- 
merkung, dass auf diesen Fall sich alle übrigen zurückführen lassen. Ebenso 
wenig wird es Dirichlet entgangen sein, dass seine Methode auch ausreichte, 
um die Anziehung von Körperschalen zu berechnen, deren Grenzflächen von 
zwei ähnlichen Flächen zweiten Grades irgend welcher Art gebildet werden. 
Wiewohl nun in der angeführten Abhandlung eine Ausführung dieser Punkte^ 
als dem Zwecke derselben fremd, unterblieb, so scheint mir eine solche doch 
nicht ohne einiges Interesse zu sein, sowohl wegen der sehr einfachen Re- 
sultate, welche für das EUipsoid, wenn p eine ganze gerade Zahl ist, sich 
ergeben, als auch darum, weil die Anziehung der hyperboloidischen und der 
hyperbolisch -paraboloidischen Schalen, auch wenn das Newtonsche Gesetz 
gilt, einen wesentlich verschiedenen Charakter hat von der der ellipsoidischen 
und der elliptisch -paraboloidischen**). 

In der Rechnung schlug ich ursprünglich ganz den von Dirichlet an- 
gegebenen Weg ein, wobei sich die verschiedenen Fälle sehr bald von ein- 
ander trennten. Durch eine geringe Modification derselben gelangte ich jedoch 
zu einer Formel, welche alle von Flächen zweiten Grades begrenzte Schalen 
zugleich umfasst, und woraus sich für jeden besonderen Fall die zweckmässig-* 
sten Formen mit Leichtigkeit ergeben. Ausserdem setzte ich ein etwas all- 
gemeineres Anziehungsgesetz voraus, welches alle möglichen Lagen des an- 



*) Abhandlungen der Berliner Akademie, Jahrgang 1839. 

**) Diese sind von Bourget nach der Chaslessdien Methode behandelt worden. 
{Lioumliea Journal, zweite Reihe, Bd. II und III). 
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gezogenen Punktes auf eine merkwürdige Weise mit einander verknOpft und 
zugleich ein äusserst einfaches Mittel an die Hand giebt, um aus den Formeln 
far ein gegebenes p die entsprechenden für ein um zwei Einheiten grösseres 
herzuleiten. 

Um den Gang der Rechnung nicht zu unterbrechen, schicke ich fol- 
gende Bemerkung Ober den Gebrauch der Bruchpotenzen mit imaginärem Ar- 
gument voraus. Wenn r nicht negativ ist (und nur dieser Fall kommt vor), 
so ist (r+t^i)* definirt durch die Gleichung: 

worin der arcfg zwischen — ^n und {n zu nehmen ist. Danach ist, je nach- 
dem &^0 oder .5^<0: 






{»iy = ^"3 S oder (ßi)' = (-^)"e 
und es gelten die Formein: 

i"-.»- =i'» :(—«}" = 1-1-% 
t".(-i)" = «":i" =«"•—. 

§. 1. 

Entwicklung der allgemeinen Formel. 

Die Gleichungen: 

(1.) \ '^ ^^ 

in welchen stets h<Ck genommen werden mag, stellen je nach der Be- 
schaffenheit der Constanten a^ ß, y^ )., u^ v zwei ähnliche und ahnlich lie- 
gende Flächen zweiten Grades irgend welcher Art dar. Wir denken uns den 
zwischen beiden enthaltenen Raum mit homogener Materie angefüllt. Setzt man: 

so ist die Ungleichheit: 

(2.) A<M<A 
die Bedingung dafür, dass ein Punkt {x, y^ i) der Masse der Schale angehöre. 
Die Coordinaten des angezogenen Punktes seien a^ b, c und r seine Entfernung 

von (a?, y, ä}, so dass: 
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Wenn ein in (ar, y^ i) befindliches Massenelemenl dm den Punkt (a, b, c) mit 
der Kraft —^ anzieht, so ist . -;^ das Potential der Elementaranziehung. 

Nimmt man statt dieser beiden Ausdrucke die allgemeineren: 

rdm ,1 dm 

und 



worin to eine nicht negative Constanle bedeutet, so ist das Potential T der 
Gesammlanziehung der Schale, die Dichtigkeit der Materie gleich 1 voraus- 
gesetzt: 

Die Integrationen erstrecken sich auf alle Werlhe von x^ y, z, welche der 
Ungleichheit (2.) genügen. Man kann indessen alle drei Integrationen zwischen 
den Grenzen, — oc und oc vollziehen, wenn man die Function unter den In- 
tegralzeichen zuvor mit einem Factor multiplicirl, der sich auf 1 reducirt, 
wenn u zwischen h und k, dagegen auf 0, wenn u ausserhalb dieses lutervalles 
liegt. Ein solcher Factor ist nach dem Fotfrierschen Satze das Doppelintegral: 

h 

dessen Werth gleich ist dem reellen Theile des einfachen Integrales: 

d((^ 



nJ ^ ^ ip 



Also ist: 

vorausgesetzt, dass der Zusatz Reel: vor irgend einem Ausdrucke bedeutet, 
dass von demselben nur der reelle Theil genommen werden darf. Ersetzt 
man jetzt die Potenz von r-j-co durch ein bestimmtes Integral vermittelst der 
für jedes die Einheit übersteigende p gültigen Formel*): 

führt darauf für u und r^ ihre Werthe ein, und setzt noch ^ = -^, so sind 
die Integrationen nach x^ y, j2f^ </) nach einander ausführbar, und man erhält, wenn 



*) Diese Substitution weicht ab von derjenigen, welche Dirichlet anwandte. 

41* 
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^(., = o+ii)'(i+iyoff)', 

gesetzt wird, 
(4.) T = Reel : t^tk-/ ^t^ Msy-hrri^^^{ns)-^lny-^l 

Diese Formel gilt ihrer Herl eilung gemäss, wenn ü)>0 ist, und man von 
dem Falle absieht, dass mehrere der Grössen a, ß, y unendlich grosse Werthe 
haben, für jedes p, das >2 ist; wenn aber cür^O ist, in welchem Falle die 
Function unter dem Integralzeichen für « = unendlich gross wird, so muss 
p zwischen 2 und 4 enthalten sein. 

Wollte man die rechte Seite der Gleichung (4.) unmittelbar auf ihren 
reellen Theil reduciren, so w^ürde man eine zwar alle verschiedenen Fälle 
umfassende, aber sehr ungeschickte Formel erhallen. Man muss daher den 
Ausdruck des T zuvor passend transformiren. Schreibt man — statt des In- 
tegralionsbnchstabens s, indem mau unter t eine positive Zahl versteht, so wird: 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist constant für jedes reelle positive von 
Null verschiedene t, und sie bleibt einwerthig, stetig und endlich, wenn statt t 
eine imaginäre Zahl r-^vyi mit positivem reellen Theile r gesetzt wird. Daher 
ändert sie nach bekannten Sätzen ihren Werth auch nicht, wenn man t = T+^ 
setzt, und man darf sogar r = nehmen, wenn das Integral bis r = inclusive 
stelig ist. Dieses ist aber, wie sich leicht in aller Strenge nachweisen Hesse, 
immer der Fall, sobald nur das Integral für t = noch einen Sinn behält. 
Unler dieser Voraussetzung darf man insbesondere i^i und t==— f nehmen, 
und man erholt dadurch, wenn man: 

(5.) Ä = --t- -—- + -^—^ 4- j:^ , 

CS') S' = ft> d'-\-2Xa a + X^a$ b' + 2fi ßb + u ^ ßs c^ -\-2vyc+v^r 8 
setzt, für T die beiden in der Form niclil unwesentlich verschiedenen Aus- 
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drficke: 

rei T Red- ''"^^'»~''\ -«.>.'r '^-''-''lf(«— )'l'-'- -l('' -')'r-''! 

<«■' '^-«•••- ..(£+1) / [(,H.i)0'[(.+^)0'[(.^:iö?' 
<"■' ^-"-•- .r(£±.) / [(^_,)0'[(i-.).]'[(f-O']' 

Wenn man diese Ausdrücke auf ihre reellen Tlieile reducirl, so nehmen die 
Integrale keine complicirtere Gestalt an; aber jetzt trennen sich die Fälle 
der eilipsoidischen und der hyperboloidischen Schalen von einander. 

§. 2. 

Ausdruck des T für elHpsoidisclie Schalen. 

Wenn die Grössen a^ /?, y *^"^ ^^^^ positiv sind, so stellen die Glei- 
chungen (1.) im Allgemeinen, d. h. sofern keine jener drei Grössen unendlich 
gross ist, zwei Ahnliche Ellipsoide dar, von denen das erste vom zweiten 
umschlossen wird. Die Ilalbaxen derselben werden erhalten, wenn man 
i^9 ißj iy ''^sp. mit den Quadratwurzeln aus: 

A+;L'a-l-7i^/?+y> und k+)?a+^L''ß+v''Y 
multiplidrt, woraus beiläufig folgt, dass diese Grössen gleichfalls positiv sein 
müssen. Die Gleichung (6.) verdient hier vor (6'.) den Vorzug und liefert: 

^'•^ '-2r(£+L)/(3-f)L-/ ^ < ^ -•• 

Hierin ist: 



^ = j/('+t)0+7)('+7)' 

es muss p<C^ sein, und es bedeulen (j und a die posiliven Wurzeln der 
Gleichungen vierten Grades: 

(8,) S=h und S = k. 

Da diese Wurzeln, wenn a>>0, für jedes a, 6, c exisliren, so gilt der 
Ausdruck (7.) gleichmässig für jede Lage des angezogenen Punktes, und erst, 
wenn ct)==0 gesetzt wird, nimmt er für die verschiedenen Lagen eine wesent- 
lich verschiedene Form an. Nimmt man zunächst lo unendlich klein und be- 
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w 



zeichnet durch E den Werth von S für « = 0, so dass 



s 



SO haben die Gleichungen (8.) je eine unendlich kleine Wurzel, nämlich: 



aber diese dürfen nur dann als die wahren Werihe von (# und a betrachtet 
werden, wenn ^e positiv sind, und im entgegengesetzten Falle Irelen an ihre 
Stelle die endlichen positiven Wurzeln der kubischen Gleichungen, welche aus 
(8.) für iv = hervorgehen. Daraus folgt leicht, dass für einen Punkt im 
Innern des kleineren Ellipsoides (f und o beide zugleich mit cr> sich auf Null 
reduciren, für einen der Masse angehörigen Punkt dagegen nur a^ und für 
einen Susseren Punkt keine von beiden. 

Es bedarf keiner Ausführung, wie die Formel (7.), indem man für 
cf, A y ^^^^ unendlich grosse Werihe zulässt, auf Schalen angewandt werden 
kann, welche von congruenten elliptischen Paraboloiden oder von ähnlichen 
elliptischen oder congruenten parabolischen Cylindem, oder selbst von zwei 
oder einem Paare paralleler Ebenen begrenzt sind, und es mag nur in Betreff 
des Umfangs ihrer Gültigkeit bemerkt werden, dass T bei den paraboloidischen 
und elliptisch -cylindrischen Schalen unendlich gross ist fürp = 2, bei den 
parabolisch -cylindrischen für /'^2|, und bei den von parallelen Elbenen 
begrenzten Platten für p ^ 3. Die Ausdrücke für die Attractionscomponenten, 
welche, wenn /i<C4, aus (7.) durch blosse Differentiation unter dem Integral- 
zeichen nach a, b, c hervorgehen, könnten auch auf directem Wege gefunden 
werden, und es würde sich dann zeigen, dass sie in den erwähnten drei 
Fallen noch resp. bis zu den Werlhen p=l, li- 2 excl. Gültigkeit haben. — 
In den beiden folgenden Paragraphen werden der Einfachheit wegen nur von 
wirklichem EUipsoiden begrenzte Schalen betrachtet werden. 

§. 3. 

Der Fall p = 4. 

Indem man ii^ /i, y = setzl, erhält man als Gleichungen der beiden 
ähnlichen Ellipsoide: 

i- + 5_-L±_ = /j ^ + 5i + iL = it 
a^ ß^ r ' " ß r 
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Die Formel (7.) nimmt für /? = 4 die einfache Gestalt an: 



(10.) T - 



^f-. 



ds 



/O-^X'+fX'+f) 



Nun haben für ein unendlich kleines lo, wenn der Punkt im inneren hohlen 
Baume liegt, q und o die in (9.) befindlichen unendlich kleinen Wevthe; also 
wird in diesem Falle: 



(lO'O T=i7t\og(-^) = ^n 



k-E 



\ 



worin: 



Ist der Punkt ein äusserer, so sei A = 0, so dass die Schale in ein volles 
Ellipsoid übergeht. Dadurch wird (> = oo, es ist a die endliche positive 
Wurzel der Gleichung: 

a* . b' 



und: 



ds 



(10".) T = |7ii/a/3y/*— p= ^ 

Aus den Formeln (10'.) und (10".) und den (rein algebraischen) Ausdrücken, 
welche sich daraus für die Attractionscomponenten ergeben, erkennt man, dass 
für eine umgekehrt proportional der vierten Potenz der Entfernung wirkende 
Anziehungskraft die folgenden einfachen Sätze gelten: 

Die Anziehung einer homogenen^ von ähnlichen EUipsoiden begrenzten 
Schale auf einen Punkt des inneren Raumes ist normal auf dem durch diesen 
Punkt gehenden., den gegebenen ähnlichen Ellipsoide. Für verscliiedene Punkte 
derselben Gleichgewichtsfläche ist die Resultante umgekehrt proportional dem 
Absland der zugehörigen Tangentialebene vom Mittelpunkt. 

Die Anziehung eines homogenen Ellipsoides auf einen äusseren Punkt 
ist normal auf dem durch diesen Punkt gehenden , mit dem gegebenen homo-^ 
focalen Ellipsoide. Für verschiedene Punkte derselben Gleichgewichtsfläche 
ist die Resultante direct proportional dem Abstand der zugehörigen Tangential^ 
ebene vom Mittelpunkt 
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§ 4. 

Der Fall p>4. 

Man kann den Fall, wo p den Werlh 4 überschreitet, sowohl wenn 
cy>0, als auch wenn es ^ ist, auf den, wo p zwischen 2 und 4 liegt, 
zurückführen vermöge eines Verfahrens, das auf Körper von beliebiger Ge- 
stalt anwendbar ist. Bedient man sich, um die Werthe des T für denselben 
anziehenden Körper und denselben angezogenen Punkt, aber verschiedene 
Werthe des p von einander zu unterscheiden, der Bezeichnung: 
T — 'l / * dm . T — ^ / * dm 

und es findet die Relation Statt: 

Somit ist für jede ganze positive Zahl n: 

(11'.) T^.^2» = (~l)"^+r-]rF3'"p + 2«-l ö^''^ 
wodurch die beabsichtigte Zurückführung erreicht ist. Nun ergiebt sich aus 
(7.) für ein volles Ellipsoid mit den Halbaxen ^fak, ^'ßk, ^yk die übrigens 
noch bis p = 6 excl. gültige Formel: 

T = "^ V 



worin: 



^ =/ 



2r(£±l)r(3-|.) • 



sd \ a + 5 /* + * P'-h* ^ ^ 



9 



(^^•) *— ir+T~;«+7~F+7~T - ®' 



und die Gleichung (11'.) liefert: 

«, c -<)*>»^ ^y_ 

Da es nicht erlaubt ist, die i» fache Differentiation nach (o unmittelbar unter 
dem Integralzeichen zu verrichten, so ist V zuvörderst zu transformiren. 
Denkt man sich s durch eine neue Variable v ausgedrückt vermöge der 
Gleichung: 
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so wird: 

Durch theilweise Integralion erhält man: 



3— ?■ 



Also ist: 



und allgemein: 






Man hat also: 

Man könnte jetzt « wieder durch « und die Differentiationen nach 9 successive 
durch solche nach s ersetzen. Für j9 = 4 wird die Integration ausführbar, 
und man erhalt: 

i4+a» - 2r(«-}-i) Ldt)--A,^ df,yj(,^«; 
Setzt man: 



J IZ ^ F(*), (r constant), 



so geht die obige Gleichung aber in: 

'4+2* - 2r(ii + |) V dt?- /('-«/ 
Man kann diesem Ausdruck eine passendere Gestall geben, wenn man F{i) 
nach Poteuzen von «— c^ entwickelt. Bezeichnet, wie bisher, o die positive, 
und sind Oi, aj, Oj die drei negativen Wurzeln der Gleichung (12.), so Usst 
sich die Gleichung (13.), nachdem von beiden Seiten oi subtrahirt ist, in der 
Form schreiben: 

*(^--g)(f-<rJ(^-gO(f-tf,) _ 

(*+«)(*+i»)(*+y) - «^ «'^ 
oder wenn 

Journal fb M«t1iematik Bd. LX. Heft 4. 42 
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gesetzt wird: 

Vermöge der Lagrangeschen Formel folgt hieraus: 

Also ist 

drF^^^ ___ g-^F> (g) (/'(g)) 






Substituirt man diesen Ausdruck und setzt für F'{a) und f{o) ihre Werihe 
ein, so erhält man: 

Diese Formel gilt fQr einen der Masse angehörigen Punkt ebenso, wie ftr einen 
Ausseren, und die Differenz zweier Ausdrücke der ndmlichen Form i^flrde das 
Potential einer ellipsoidischen Schale gleichfalls für jede Lage des angezogenen 
Punktes darstellen. Allein, wenn man dann €0 = setzt, d. h. die Anziehung 
proportional der (—4 — 2«)"'" Potenz der Entfernung werden lässt, so wird T 
für einen Punkt in der Masse der Schale, wegen a = 0, unendlich gross, und 
erscheint unter der Form oc—oo für einen Punkt der inneren Höhlung. Wir 
benutzen bei diesem Anziehungsgesetz die Gleichung (15.) nur für ein volles 
EUipsoid und einen äusseren Punkt. Es reducirt sich dann eine der negaüven 
Wurzeln der Gleichung (12.), z. B. a^, auf Null, und w^enn man ausserdem 
k = i nimmt, durch M die Masse des Ellipsoides bezeichnet und ftlr J\^+'2y 
die bekannte Entwicklung setzt, so wird: 

n V ^ T - (-^)"-'* ^* r{(^+^)(^+/>)(a+y)M l 

Denkt mau sich durch (a, b, c) die drei orthogonalen Fliehen zweiten 
Grades gelegt, welche mit dem gegebenen Ellipsoide homofoeal sind, OBd 
nennt P, Fi, P^ die vom Mittelpunkt auf die drei Tangentialebenen in (•, b, c) 
gefüllten Lothe, so dass i. B.: 

so sind, wie man sich leicht überzeugen wird^ die Aosdrücke 



öT*+i» ÄD öTh-?. jv-j dTi 



2P^1A^, 27»,-^^^^, 2P, 



♦+*» 



'3i~'> •' • Ar, ' ^'^»"öö" 
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gleich den Projectionen der Resultante der Anziehung auf die Normalen jener 
drei Flächen. 

An die Stelle von (11.) tritt, wenn a> = ist und (a^b^c) nicht der 
Masse des anziehenden Körpers angehört, die folgende leicht zu verificirende 
Relation : 

riß ^ T - ^ fd'Tp . ö% , d'T,\ 

(10.; 1^^, - .^————^^-^ + .—.+-^j. 

Wir wenden dieselbe an auf die allgemeine Bestimmung des Potentials einer 
ellipsoidischen Schale auf einen Punkt des inneren hohlen Raumes. Für diesen 
Fall erhält man aus (7.): 



r. = 



ni /*r ,., K^-kP-^H^-kP 






' .r(£+i)r(2-|-)/ ■ (.-i> 



worin 



« + « ß+s y+i ' 
nnd H aas K durch Verwaqdlung von k in h hervorgeht. Hier ist es erlaubt, 
die Differentiationen nach a, b, c unter dem -Integralzeichen yorzanehmen. 
Nun findet man durch wirkliche Differentiirung: 



da* ^ db* ^ de 



Polglich ist vermöge (16.) zunftchst 






Tp^2 — 



und durch fortgesetzte Anwendung desselben Verfahrens findet man: 

('*•) '•- ,^E±|!±i)r(,_|)/ *;• «-( (.-f-.). ) 

Die Integration wird ausführbar, wenn man p=2 setzt. Schreibt man gleich- 
zeilig II +1 an die Stelle von », so ergiiebl sich: 

Es ist offenbar, dass dieser Ausdruck, nachdem die Differentiation vollzogen 
und * = gesetzt ist, die Grössen a, 6, c, ä, /3, y nur in rationalen Ver- 

42» 
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bittdungen enthftlt. — Vermöge der Formeln (15''.) und (15'.) hat man also 
das folgende einfache Resultat: 

Wenn die Anziehung umgekehrt proportional der ß*'"^ 8"% 10"^" . . . 
Polen» der Entfernung ist, so ist die Potenlialfunction einer €on zwei ahm- 
liehen Ellipsoiden begrenzten Schale eine algebraische Function der CoordimUen 
des angezogenen Punktes, und diese Function ist rational oder von den Wurzeln 
zweier cubischen Gleichungen abhängig , je nachdem der Punkt inner haU^ des 
eon der kleineren oder ausserhalb des eon der grösseren Grenzfläche mn- 
scMossenen Raumes liegt. 

§. 5. 
Allgemeine Formeln fUr die hyperboloidischen Schalen. 

Um die hyperboloidischen Schalen und die, welche als Grenzfille der* 
selben, aber nicht als solche der ellipsoidischen , betrachtet werden können, 
zu erschöpfen, genflgt es, dass man eine der drei Grössen a, fi, y, z. B. y, 
negativ nimmt, oder, was dasselbe ist, — ^ an die Stelle von y schreibt. Man 
darf femer, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, stets «>/^ und ,u=v=0 
annehmen, so dass die Gleichungen (1.) übergehen in: 

" . l (*-A>0). 

Wenn dieselben zwei wirkliche Hyperboloide darstellen, so sind die Coor- 
dinaten des Mittelpunktes beider: —Xtx, 0, 0, und die Quadrate ihrer Halbaxen 
werden erhalten, wenn man a, ß, y respective mit h+i^a und A+Jl'a mul- 
tiplicirt. Sind nun. die letzteren Grössen beide positiv, so sind die Hyperboloide 
offenbar beide einfach; sie sind beide zweifach, wenn jene Grössen beide 
negativ sind; und das erste ist zweifach, das zweite dagegen einfach, wenn 
Ä+X^a<0, aber *+^^a>0. Im letzten Falle sind die Hyperboloide zwar 
nicht ähnlich im gewöhnlichen Sinne des Wortes ; aber sie haben, wie in den 
beiden anderen, denselben Asymptotenkegel, und die allgemeinen Formeln 
gelten auch fOr die von solchen Flächen begrenzten Schalen. Wird a=roc, 
so entstehen aus zwei einfachen Hyperboloiden zwei congruente hyperbolische 
Paraboloide, und ist a = oo und A. = 0, so ist die Schale begrenzt von ähn- 
lichen hyperbolischen Cylindem. — Setzt man 
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SO liegt, wenn h—G<zO und Ar— 6>0, der Punkt {a^b,c) in der Masse 
der Schale. Wir werden sagen, er sei ein innerer, wenn A — 6>>0, und 
er sei ein äusserer, wenn ä— G<CO. Hiernach gehört der Mittelpunkt, ffir 
welchen G = —i.'^a, bei den einfach -hyperboloidischen Schalen dem inneren 
und bei den zweifach -hyperboloidischen dem äusseren Räume an. Bei den 
hyperbolisch -paraboloidischen Schalen lässt sich ein solches unterscheidendes 
geometrisches Merkmal nicht angeben, indem z. B., wenn ß = y, die hier als 
innerer und Äusserer bezeichneten Rftume einander congruent sind. 

Die Function S in (5.), welche jetzt übergeht in: 
o _ n» a* + 2laa — k*as b* c* 

^ ~ « ■*■ s + a + s+ß'^ s-^r' 

nimmt mit wachsendem s continuirlich ab, ausser an den Stellen s=—a, —ß, 0, y, 
an welchen sie plötzlich von — oo auf +oo Oberspringt. Sie durchläuft also 
alle Werlhe von +oc bis — oo in jedem der Intervalle: —a bis —ß, —ß 
bis 0, bis y, y über ±oo bis — a. Die Gleichung 

S-Ä = 
hat also stets vier reelle Wurzeln, welche (^3, (^2? (fit (fo heissen mögen, und 
die Rangordnung derselben wird, je nachdem — A— A^a, der Werth des S—h 
ffir «=+00, negativ oder positiv, d. h. j^ nachdem die innere GrenzBSche 
ein einfaches oder zweifaches Hyperboloid ist, bestimmt durch die erste oder 
zweite der folgenden Ungleichheiten: 

— a<C(f^<C.—ß<i^2<Z 0<px<y<(>ü<oc, 

-«>< pu < — a <C Ps <1 — /!? < pi < < (>, < y. 

Für ein unendlich kleines u) hat eine der Wurzeln den unendlich kleinen 

Werth j—Qt welcher positiv ist für einen inneren, negativ für einen Äusseren 

Punkt. Daher hat man, wenn 01 = ist, zu setzen: 

()i = für einen inneren, aber (»2 = für einen Äusseren Punkt. 
Ganz ebenso ist das Verhalten der Wurzeln a,, 02, ^1, Ou der Gleichung 

^ S-A = 0, 
und es ist zu bemerken, dass jedes o kleiner ist, als das demselben Inter- 
valle angehörige q. 

Unter Berücksichtigung dieser Bemerkungen Ifisst sich die Reduction 
der beiden für T gefundenen Ausdrücke (6.) und (6'.) auf ihren reellen Theil 
ohne Schwierigkeit vollziehen. Aus dem ersten erhfilt man, wenn man das 
Integral in zwei andere mit den Grenzen und y, y und oc theilt, für ein 
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zwischen 2 und 6 enthaltenes p: 

2r(p±i) r(3 - f) 4 ^' ■/ '^> ^ 

V ^^l*[±(S-*)r-*'-*'[±(S-*)P-»'}- 



2r(^) < ^. 



Hierin ist: 



in dem zweiten Bestandtheile sind die Zeichen + und ~ so zn wählen, dass 
±{S-'h) und ±(S— ür) positive Werthe erhalten, und die Coefficienlen e 
und «' haben die Werlhe —1 oder cos J7i(jt?— 2), je nach dem das Zeichen + 
oder — gilt. Hiernach ist bei den zweifach -hyperboloidischen Schalen dnrdi- 
weg « = «'=—1, während bei den einfach -hyperboloidischen resp. mit # = pü 
und s = o^ für B und e' der Werth cosi7i(jt?— 2) eintritt. 

Für die Attractionscomponente A ergiebt sich, wenn p<C 4.i8t, ans 
(17.) der Ausdruck: 

n^ I / da (-^ da 



(18.) 



\ ^ y \ *Z ^ ^ Ol ^1 



''"''^^^ C\ .•->■ ^^ I ^t±(s-«)1'-i'-»[±(s-t)]-" 1 



Darin sind if und J'=l zn setzen, wenn das Zeichen +, und =cos|7i(p— 2), 
wenn das Zeichen — gilt. Die Ausdrücke für B und C gehen aus dem. der 

Componente A hervor durch Verwandlung von -^— in -gr- und -^, und 

die Werthe dieser drei partiellen Differentialquotienten sind: 

2(a + ;g) 26 2c 



Der zweite Ausdruck des T liefert für die von zwei einfachen Hfper^ 
boUnden begrenzten Schalen die Formel: 
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(17'.)^ 



«4 ( r ß ds. «'-*" (jS'—hy-if /•/ » ds. <'-*p (S'— *)»-*» I 



Hierin ist: 



^. = y('-T)0-i)(*+7). ^. = y'(«-T)(7-»)o+7)' 






und in dem letzten Integrale ist fär e, resp. e'^ 1 oder cos^np zu setzen, 
je nachdem S'— A, resp. S'-^k^ negativ oder positiv ist, so dass die Function 
unter dem Integralzeichen in den drei Intervallen ß bis — pa, — p3 bis —o^^ 
-a^ bis a nicht einerlei Form hat. — Sind die Grenzflächen zweifache 
Hyperboloide y so kommt wegen des abweichenden Verhaltens der Functio- 
nen S'— h und jS'-— k in dem Intervalle von $ = a bis * = oo zu dem Ausdruck 
des T noch als dritter reeller Bestandtheil hinzu: 

7^ I / °" ds.s'-^pcs'-hy-hp /'* ds.s'-^pjs^-ky-^f 

»r(i;±i)it3-|)'4 '■ l. 

worin: 

und es müsste wiederum das letzte Glied dieses dritten Theiles fortfallen, wenn 
das äussere Hyperboloid ein einfaches, das innere ein zweifaches wäre. 

Fflr die Attractionscomponente >1 der einfach -hyperboloidischen Schalen 
ergiebt sich aus (17'.): 
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worin S, resp. S', 1 oder — cos {np bedeutet, je nachdem S'—h^ resp. S'— Ar, 
negativ oder positiv ist. — Die bei den anderen Arten von Schalen hinzu- 
kommenden Glieder sind leicht zu ergänzen. 

Für p = 2 wird in den Ausdrücken des T der Factor r(-|- — 2) un- 
endlich, während das damit multiplicirte Integral einen endlichen Werth hat. 
Daraus folgt, dass beim iVetr/onscben Anziehungsgesetze das Potential der 
liyperboloidischen Schalen unendlich gross ist. — Die Formeln für die At- 
tractionscomponenten gelten ihrer Herleitung gemäss nur, wenn p zwischen 
2 und 4 liegt. Hätte man aber A direct derselben Behandlung unterworfen, 
wie r^ so würde man genau dieselben Ausdrücke auch für ein zwischen 
und 2 gelegenes p erhalten haben. Allein dieses Resultat muss wenigstens 
theilweise als unrichtig bezeichnet werden, wie das folgende Beispiel erläutern 
wird. Betrachten wir bei einer zweifach -hyperboloidischen Schale nur den 
einen ihrer beiden gesonderten Theile; die Potentialfunction und die Resultante 
der Anziehung werden, wenn (a,b,c) im Mittelpunkt liegt und co = ist, 
dargestellt durch die beiden dreifachen Integrale: 

^377 TFT und y ^^ , 

wo & den Winkel bezeichnet, den eine vom Mittelpunkt nach einem Punkt 
der Masse gezogene Gerade mit der Z-Axe bildet. Da nun cos^ immer 
endlich und von einerlei Vorzeichen ist, und das erste Integral unendlich ist 
für p ^ 2, so muss das zweite Integral und folglich die Anziehung unendlich 
gross sein für p^i. Daher muss die Gesammtanziehung beider Theile der 
Schale als unbestimmt gelten. Die Formeln (18.) und (18.') können folglich 
nur für p >> 1 und <; 4 Gültigkeit haben, wiewohl im Verlauf der Rechnung 
sidi nur die Beschränkung p>0 und <C4 ergeben würde. Dieser scheinbare 
Widerspruch erledigt sich durch die Bemerkung, dass bei einem vielfachen 
Integrale die Reihenfolge der Integration nicht gleichgültig ist, wenn die Grenzen 
unendlich gross und die Elemente desselben theils positiv theils negativ sind. 

Es sollen jetzt die allgemeinen Formeln auf den Fall angewendet 
werden, wo die Anziehung nach dem Newtonschen Gesetze erfolgt. 

§. 6. 
Der MaclaurinBche Satz. 

Ertl^^t man p einen unendlich wenig von 2 verschiedenen Werth^ so 
sind die numerischen Coefficienten S und S' in (18.) entweder genau gleich 1 
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■ 

oder nur um Grössen von der Ordnung (i—ipT von 1 verschieden. Daher 
wird für p = 2 : 

und hierfür kann man, welche von den Zeichen 4- und — auch gelten mögen, 
stets schreiben: 

Also ergiebt sich aus (18.): 

..... . . rt' dS ds .ftUdS, /S — AV 

(19.) A=^-n/ -^j^-y j;^in(s^)' 

a, r 

Ebenso liefert die Gleichung (18'.) fQr die einfach -hyperboloidischen Schalen: 

(19.) A = n/ -^ 4/ log(^^), 

-ei * /? * 

während für die zweifach -hyperboloidischen und die von ungleichartigen 

Hyperboloiden begrenzten Schalen noch resp. die Integrale 

als dritte Glieder hinzutreten. — Wenn man noch w = nimmt, so beziehen 
sich die gewonnenen Formeln auf den Fall des iVet£7toitschen Gesetzes; allein 
die Grössen {fi^ a^, Q2^ ^2 bedeuten dann nicht durchweg Wurzeln der Glei- 
chungen: jS = A und S = ky welche auf den dritten Grad herabsinken, sondern 
nach dem, was früher gesagt worden, hat man zu setzen: 

Ol = 0, (>i = für einen inneren Punkt, 
O2=:0, (»2 = für einen Äusseren Punkt, 
fTi = 0, P2 = für einen Punkt der Masse. 

Es verschwindet hiernach für einen inneren Punkt das erste Integral in (19.), 
und für einen äusseren das in (19^.). 

Wiewohl die Formeln (19.) und (19'.) wegen ihres zweiten Bestand- 
theiles durchaus nicht den einfachen Character haben, wie diejenigen, welche 
für ellipsoidische Schalen gelten, so lassen sie doch dieses bemerkenswerthe 
Resultat auf der Stelle erkennen, dass der berühmte Maclaurinsc\ie Satz auch 
für alle nicht ellipsoidischen Schalen Geltung hat. Betrachten wir z. B. eine 
von wirklichen Hyperboloiden begrenzte Schale und setzen der Einfachheit 
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wegen 1 = 0, so dass Hut alle der Ma»e aBfekörifes Paukte die üagleidAeil: 

AT* W' »• 

a p r 
erfidlt ist. Dami folgt ans (19.) fBr eiaea imiereii Paukt: 

Idf 



^ ^^ (t+«)V(*+-)(*+«C*-r) 



wibrrad 

Die Ungleichheit 



S = 






y' 



worin 17 zwischen ~/9 und ;^ enthalten sein mnss, hestimmt eine aweite Sckale^ 
deren unter sich ähnliche Grenxflftchen mit denen der ersten bexilgli^ koaio- 
focal sind. Die Attractionscomponente Ä derselben ergiebt sich, warn der 
Punkt {Oy b, c) auch . in Bezog auf sie ein innerer ist, ans dem Aasdradi für A 
dorch blosse Verwandlang von a, /?, y in a+17, ß+Tj, T^V- Dadurdi 
ändert aber das Integral seinen Werth nicht, wie man so^eich aeht, wam 
man m—tj statt des Integrationsbachstabens $ schreibt. Ebenso verhilt es sicli 
mit den beiden anderen Componenten; daher hat man: 

roA^ ^ - B _ C _ i ^ 

Dieselbe Relation gilt, wie leicht zn sehen, anch dann, wenn {ayhyC) in 
Bezug auf beide Schalen ein äusserer Punkt ist. Also hat man den Satz: 

Ztret hamofoeale hgperbolaidüche Schalen Üben auf ein «auf denselbem 
Punkt y der nicht zwischen ihren Grenzflächen Hegt, Wirkungen inm gleieker 
Richtung aus^ welche sich wie die Prodnete der Hamplaxen zweier einander 
entdeckenden Grenzflächen verhalten. 

Zwei homofocale hyperbolisch - paraboloidische Schalen werden be-> 
stimmt durch die Ungleichheiten: 

h<^-^+2lx<:k, 
p y 

Man erkennt ohne Mähe, dass ancb die Ansiehnngen xweier solchen Sclialeo 
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gleichgerichtet sind, und dass die gleichnamigen Componenlen sich ver- 
halten wie 



>//^y:|/(/9+i7)(y-i7). 
Da man X =: nehmen darf, so g^lt dieselbe Eigenschaft auch für homofocale 
hyperbolisch - cylindrische Schal en. 

S. 7 

Die unendlich dünnen Schalen. 

Setzt man k=rh+dh und versteht unter dh eine unendlich kleine 
positive Grösse, so geben die Formeln (19.) und (19'.) die eine Componente 
der Anziehung für eine unendlich dünne Schale, aber im Allgemeinen in 
einer sehr ungeschickten Form. Es ist nämlich nur dann erlaubt statt der 
Ausdrücke 



die einfacheren 



28h . 2dh 

und 



S^h " S'—h 



zu substituiren, wenn S— ä, resp. S'—h, für keinen Werth des $ innerhalb 
der Integrationsgrenzen verschwindet, und im entgegengesetzten Falle wflrden 
die Integrale nach obiger Substitution keinen bestimmten Sinn mehr haben. 
Daher Iftsst sich in dieser Weise die zweite Formel gar nicht und die erste 
nur beim zweifachen Hyperboloide anwenden. Dieser Uebelstand kann durch 
Betrachtung derjenigen Function V beseitigt werden, aus welcher die At- 
tractionscomponenten durch partielle Differentiation nach a^ b^ c hervorgehen, 
bei welcher Betrachtung ich mich der Kürze halber auf den Fall eines ein- 
fachen Hyperboloides und eines Äusseren Punktes beschränke. Der Ausdruck 
des V^ welcher (19.) entspricht, ist für Schalen von endlicher Dicke: 



(21.) V = n/'St^^-n/'Stzß^ 



r * 
wobei es erlaubt ist, zu der rechten Seite eine beliebige von a, b, e an- 
abhängige Grösse hinzpzuftlgen. Für k = h+dh möge V durch Uih be- 
zeichnet werden; dann erhält man, wenn man die beiden Seiten von (21.) 
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resp. durch dk und k—h dividirt und den Werth der zweiten fflr k=h auf 
die gewöhnliche Weise bestimmt: 

(220 U=nf^-^f^Xots{S-k)\ 
et r 

Indem man von der Gleichung (19\) ausgeht, findet man für U einen zweiten 
Ausdruck, nämlich: 

(22'.) U = -if^logiS'-hf. 

Vermöge der Worzeln p,, (>,, po der Gleichung: 

(23.) -£!_-|- *L+_£!_ = h, 
^ ' e+« Q-Vß Q—r ' 

welche resp. in den Intervallen: ~a bis —ßy bis y, y bis oc liegen, lassen 

sich S—h und S'—h in der Form darstellen: 



^ * - * (, + a)(, + ,?)(*-y) ' 

<?'_Ä - t Ce..+*)(*+ g. )(^+g.) 
* ~ *(«-.)(.-'?x7+ö'' 



und wenn man diese Werthe in (22.) und (22'.) einsetzt, so erhält man bis 
auf Glieder, die in Bezug auf a, b, c constant sind: 

(24.) u = ,/'.*--yr-^(,.,(l^,)+'«e(^)+il.«(24^)'!, 
(24-0 1,= -/'.f ijl,(£dl!y+,„(i±£.) + ,„,(l±&)}. 

Es ist jetzt erlaubt, den ersten Ausdruck des U nach (fi und (f^^ den zweiten 
nach Qi und (>o nach den gewöhnlichen Regeln zu differentiiren. Dadurch 
findet man: 

Die partiellen Derivirlen des J7 nach (>j, pa, p,, werden somit durch coff- 
etändige elliptische Integrale der dritten Gattung ausgedrückt. Dieselben sind 
bezflglich constant für Punkte auf ein und demselben mit dem gegebenen 
Hyperboloide homofocalen einfachen Hyperboloide, zweifachen Hyperboloide 
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oder Ellipsoide, deren Gleichungen durch (23.) vorgestellt werden, wenn man 
darin unter a^ b, c die laufenden Coordinaten versteht und für (> bezüglich 
die Werthe Qi^ (>3, (^o nimmt. — Man hat jetzt fttr die der Jf-Axe parallele 

Componente dA^ oder dh-^^ die Formel: 

oder vielmehr: 
worin : 






u. s. w. 

Die Ausdrücke für SB und SC ergeben sich hieraus durch Yertauschung von 
a, a mit 6, /? und c, —/. Aus der Form dieser drei Ausdrücke sieht man 
sogleich, dass die Grössen 

mp.^, mp.^, mn|^ 

die Componenten der Anziehung darstellen, zerlegt nach den Normalen der 
drei erwähnten homofocalen Flächen im Funkte (a^ b^ c). Man hat also den 
folgenden Satz: 

Bewegt sich der angezogene Punkt auf einer mit dem gegebenen 
Hyperboloide homofocalen Fläche zweiten Grades, so ist die auf dieser Fläche 
normale Attractionscomponente proportional dem Abstände der jedesmaligen 
Tangentialebene f>om Mittelpunkt. 

§.8. 
Die RotatioDshyperboIoide und das liyperbolische Paraboloid. 

Die Formel (22'.) des vorigen Paragraphen kann man, indem man o 
unendlich wenig verschieden von ß annimmt, mit Vortheil auf den Fall einer 
von einfachen Rotationshyperboloiden begrenzten Schale und eines äusseren 
Punktes anwenden. Man darf darin unbeschadet der Allgemeinheit 6 = 
setzen und kann 

log(S'-Ä)'(a-#)' statt log(S'-Ä)^ 

schreiben, weil dadurch zu U nur ein von a und c unabhängiges Glied hin- 
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zutritt. Weil nun das Argument des neuen Logarithmus innerhalb der In- 
tegrationsgrenzen unendlich wenig von a^ verschieden ist, so hat man: 

woraus für die Kräftefunction V einer Schale von endlicher Dicke folgt: 



Demnach ist: 






(27.) ^^^2«(*^^ai^J_ ^ 

d. h. die Resultante der Ansiehung ist umgekehrt proportional der Entfernung 
des angesogenen Punktes von der Rotationsaxe und durchschneidet die letztere 
rechtwinklig *). 

Wenn der Punkt ein innerer oder die Schale von zweifaöhen Rotations- 
hyperboloiden begrenzt ist, so lassen sich die Attractionscomponenten zwar 
noch vermittelst Logarithmen und algebraischer Grössen angeben, zeigen aber 
nicht so einfache Eigenschaften. 

Zum Schlüsse bemerke ich noch, dass auch die Componenten der An- 
ziehung einer von congruenten hyperbolischen Paraboloiden begrenzten Schale 
durch Elementarfunclionen ausdrückbar sind. Diese Ausdrücke sind wesent- 
lich verschieden von denen, welche fär elliptisch -paraboloidische Schalen 
gelten, und der Ausdruck für die Componente A ist dadurch bemerkenswerth, 
dass er Quadrate von Logarithmen und Kreisbogen enthält, während dieselben 
in denen der beiden anderen Componenten nur linear vorkommen. 

Fraustadt, im November 1860. 



*) Hierin ist ein in einem früheren Aufsätze (dieses Journal Bd. 58, S. 248) auf- 
gestellter Satz über die Anziehung einer mit Masse belegten E^elfläche auf einen 
üusseren Punkt als specieller Fall enthalten. — Die am Schlüsse jenes Aufsatzes ge- 
gebene s^eometrische Construction der Resultante für einen inneren Punkt ist insofern 
zu berientigen, als an Stelle des Rhombus ein Viereck construirt werden musSi welches 
durch die von dem angezogenen Punkte ausgehende Diagonale in zwei congrnente 
rechtwinklige Dreiecke getheilt wird. 
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Ueber eine Eigenschaft der Kugelftinctionen. 

(Von Herrn A, Clebsch zu Carlsmhe.) 



i\ enn man eine Function dreier rechtwinkligen Coordinaten nach 
Kugelfnnctionen entwickelt, so gelangt man zu einer Reihe, deren Glieder die 
bekannten Functionen zweier Winkel sind, während in ihren Coefficienten nur 
der Radius Veclor noch auftritt. Jene Functionen zweier Winkel haben aber 
die Eigenschaft, dass sie, mit einer passenden Potenz des Radius multiplicirt, 
in ganze homogene Functionen der Coordinaten übergehen; man kann daher 
die Entwicklung nach homogenen Functionen der Coordinaten ausführen, deren 
jCoefTicienten dann nur noch Functionen des Radius Yector sind. Diese homo- 
genen Functionen, welche in einigen Aufgaben der mathematischen Physik ihrer 
Symmetrie wegen mit Yortheil angewandt werden können, sind dann dadurch 
definirt, dass sie neben der Bedingung der Homogeneität der Gleichung 

(1.) j^a = 

(nach Lamas Bezeichnung) genügen. Eine grosse Zahl von Eigenschaften 
dieser Functionen erhält man direct aus den bekannten Eigenschaften der 
Eugelfunctionen ; eine etwas ferner liegende Eigenschaft bildet den Gegenstand 
dieses Aufsatzes. 

Zuvörderst kann man leicht die allgemeinste Gestalt der Function »**' 
Ordnung angeben, welche der Gleichung (1.) genügt. Es sei zu diesem Zweck 

(2.) i2= K+r'r,+ r*n..., 
wo r den Radius Yector bedeutet, und wo V, V^ , Y2 ... homogene Functionen 
respective der «'•% n — 2% n— 4''" ... Ordnung bedeuten. Die Form (2.) 
kann offenbar auf unendlich viele Arten gewählt werden; da F noch beliebig 
gelassen ist, kann man über Fi , K, . . . jedenfalls nach Willkür verfügen. In- 
zwischen ist 

J^r-^'V,) - r^*^F,+4*(a:^+jf^+^^)r^*-H2*(2&+l)r'^'n 

= r^*^F*+2*(2ii-2*+l)F,r^*-\ 
Die Gleichung (1.) geht daher durch Substitution von (2.) über in: 
= -^'F+r^^'F| + r*-^n;... 

+2(2ii~l)K,+4(2«~3)r' F, + 6(2»-5)r*F5 .... 
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In dieser Gleiciuiiig kann man nun das lelzle V so bestimmen, dass der 
Coefficient der höchsten Potenz von r verschwindet; sodann das vorletzte V 
so, dass auch die zweithöchste Potenz von r verschwindet, n. s. w. Dann 
bleibt schliesslich eine Gleichung, welche Vi durch V ausdruckt; und indem 
dies letztere völlig unbestimmt bleibt, hat man die Beziehungen: 



Vi = 



'2.2n-i ' 

■4.2»— S' 

"6.2« — 5' 



oder, wenn man durch J*, J^ .. . die doppelle, dreifache etc. Wiederholung 
der Operation J^ andeutet: 

^^ ~ 2.2«-i ' 
F, = + '-' 



V, = 



2.4.2n— i.2fi — 3 ' 



^ 2.4.6.2n-i.2ii — 3.2« — 5' 

Man hat also sofort den Satz: 

Die aUgemeitute game Function »'"' Ordnung, welche der Gleiekmg 
J^£i = (f entig f, ist 

(d.) U - »'-2:2;^3T+2ll.2«-1.2«-3 " + •"' 
WO V eine gam beliebige homogene FuntHion »"' Ordnung bedeutet*). 
Setzt man hier z. B. V=x', so erhält man die der Kugelfanction P, 
entsprechende homogene Function; setzt man V=(xx„+gyo+i»t,)% so ergeboi 



*) Man kann den obigen Satz noch dahin ohne Mühe erweitern, dass die all- 
gemeinste Function n*" Ordnung, welche der Gleichung 

J*Si = & 

genügt, (wo & eine ganze homogene Function (n— 2)'" Ordnung bedeutet) folgende 
Gestalt annimmt: 

& r*J*& r*J*& 



Si = 



2.2n-l 2.4.8«-1.2n-3^ 8.4.6. 2n-1.2«-3.2«-5 ^ 

rVr . r*J*V 



■\-v- 



2.2n-I^ 2.4.2«-l. 211-3 
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sich diejenigen Ausdracke, weiche bei der Entwickeiung der Quadratwurzel 
der reciproken Entfernung zweier Punkte auftreten* Setzt man aber in (3.) 
K==r\Fr, wo W von der (it— 2)**" Ordnung ist, so entsteht immer identisch 
Null. Denn man erhält offenbar immer 

und indem man auf diese Gleichung die Operation J'^ anwendet: 

Es ist daher 

«*+i = a*+4« — 8ä— 2; 

und wenn man bemerkt, dass ao = 0, so ergiebt sich sofort: 

a,^, = 2(Ä+l)(2ii-2*-l), cf» = 2*(2it-2Ä+l). 
Man hat sonach 

und wenn man also V=^r^W setzt: 

il ^ r W 3-2;^— j + 2.4.2n-1.2n~3 + '** 

was offenbar identisch verschwindet. 

Hierdurch erklärt es sich, dass die in der allgemeinen Form von Y 

n. -i-^ n -4- 2 

enthaltenen .' Constanten nur die Stelle von 2it+l Constanten ver- 

treten, wie dies die bekannte Thatsache fordert, dass die allgemeinste Kugel- 
function n**' Ordnung nur die letztere Zahl willkürlicher Constanlen enthält. Denn 
dem Obigen zufolge kann man in (3.) ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen 

V—r^W an die Stelle von Y treten lassen, und man kann dann die ^'^^ 

Coefficienten von W so bestimmen, dass ebensoviel Coefficieuten in Y be- 
stimmte Werthe annehmen. 

Ich werde nun zeigen, dass man immer für V das Product von n 
linearen Factoren setzen darf, und werde zugleich zeigen, wie man die- 
selben findet, indem man W so bestimmt, dass Y—r^W in lineare Factoren 
sich auflöst. 

Denken wir uns unter Xy y, s die homogenen Coordinaten eines Punktes 

in der Ebene. Dann ist 

K = 

die Gleichung einer Curve n}^' Ordnung; und dieselbe wird von dem Kegelschnitt 

r* = a^+y'+Ä^ = 
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Laie gekt ( 



«.=*L «5. = *. ... c^ = 



r=o 




^ = tlL r^— f'— jr = 







•*■ &ade ist. 

das 






-ir"-jiÄ"~ 
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l u a 




i 9 b 




i to c 


, B^ 


u V u> 




a b c 





1 u a' 

i e b' 

i w c' 

u t> to 

a b c 



l u a' 
1 r 6' 
(7.) A^ i w c , fi=001toc', C = 

u f> to 
a 6' c' 

wo endlich a, b, c, a\ V, c' symbolische Coefficienten sind, welche durch 
die symbolischen Gleichungen 

(8.) n = {ax+by+czY = {a'x+Vy + c^zY 
definirt werden. 

Inzwischen ist nach (7.): 

A = (r c — wbf + {wa — ucf + {üb — ra)\ oder 

IA=^ (fi^+<?*+fr*)(a^+6^+c^J — («w»+r6 + «?c)'; und ebenso 

Diese Gleichungen vereinfachen sich wesentlich durch die Bemerkung, 
dass nach (8.) die symbolische Gleichung 

= (a'x+ft'a:+CÄ)-^«.»-l .(a''+6'^+c'^y 

staltfindet. Dieser zufolge darf man also wegen der besonderen Natur der 
Function 12 immer 

(10.) a^+b^ + e- = a'^+i'H c'^ = 
setzen. Daher reduciren A, B sich auf ihre letzten Glieder; und die Glei- 
chung (6.) nimmt folgende Gestalt an: 

(11.) Ä = o = i(«--<+|/?^=27)"+i(«--<--.]/7=^)% 

wo 

(12.) « = (fi'+r'+ir')(öa' + 66'+cc'), / = (wii+r6+frc)(iia'+t?6' + frc') 
gesetzt ist. 

Führt man den Ausdruck (11.) aus, so erhält man: 

(13.) Ä = = cfr+air-'«+«2r-'«^+-- 

wo o(^ Ol, . . . numerische Coefficienten sind, welche durch die identische 
Gleichung 

(14.) a6«+a,6'-* + a26*-^+- = i](l~e + }/1^2l)"+(l-f-/r^7)«} 
bestimmt sind. Man bemerkt aber sofort, dass mit Rücksicht auf die Glei- 

44* 
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chungeii (10.) , und wenn man die Operation J^ jetzt mit den Verändep-- 
lichen Uy Vy w statt mit x^ y^ z ausführt: 

^(r-*) = 2(lt-*)^^-*-*(aa'+66'+cc'), 
daher überhaupt 

^*(r) = 2^fl^(lt-l)^..(lt-*+l)^^-*.(aa'+66'+ccT 

oder, wenn man der Kürze wegen 

p^ = u^+v^+u>\ aa' + hV+cc' = ß 
setzt: 



9 



r-*./3* = (."• 



^H«*) 



2*.Cn.n-l...ft,-ilt-f i)* 

Bezeichnet man nnn durch U diejenige Function, in welche il äbergeht, wenn 
man darin u, v, w> fflr x, y, » substituirt, so hat man offenbar* auch 

und somit geht die Gleichung (13.) Ober in die merkwürdige Form: 

(15.) = aU^+a,^^-^ + a, 2,%,„^_^y +-, 

aus welcher die symbolischen Coefficienten sSmmtlich verschwunden sind. 

Sonach bleibt nur übrig, die Coefficienten a der Gleichung (14.) ge- 
mäss zu bestimmen, welche auch die Form annimmt: 

i 



«6* + a,6-' + a,6"-H- = 2;^|(l+}/l--26)^-+(l~)/l~2e)'"^ 

Nun sind offenbar 

a?=l+yill2i und y = l-yi^2^ 
die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

a'~2Ä + 2£ = 0; 
und es ist daher a;'" + y'* der Coefficient von «•" in der Entwickelung des 
Ausdrucks 

mit Rücksicht hierauf endlich erscheint a^ als Enlwickelungscoefficient, nfim- 

lich als Coeflicienl von 6"~*.f/^* in der Entwickelung von 

Jl_ 1 — ti 

2"' 1 — 2ti + 2fti* * 

Entwickelt man diesen Ausdruck zunSchst nach Potenzen von f^ so erhült 
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man als Coefficienten von «"•"*: 

2» * (l-2ii)— *+* 2* * (1-214)«-*+*' 

und indem man dies wieder nach u entwickelt, findet sich der gesuchte Coef- 
ficient von «'*: 

^*"" 2* l 1.2. ..2* 1.2...2*~1 ''^ I 

~ /_1 AI.-* A n — fc+l.n--fc + 2...n + ft— 1 ^a-i 
-^^ ^} •*' 1.2...2&~t 

Dieser Formel entzieht sich nur der Coefficient des ersten Gliedes; indem 
man 6 = setzt, erhSlt man als Coefficient von «i^** in der Entwickelung des 
Ausdrucks 

(-1)" (l-ti).(2u')« 
2» ' (1 — 2tt)«+* 

nach aufsteigenden Potenzen von u offenbar: 

« = (-1)-. 

Die Formel für a^, giebt noch: 

Ok ^ (—1)"-* n.n+i.n + 2...n + k—i 

2*.(n.«~l...n-* + l)* "" 1.2...2Ä *n.n-l.n-2...»-ft+l ' 

und so wird endlich die gesuchte Eliminationsgleichung, wenn man in (15.) 
diese Coefficienten einführt und den gemeinsamen Factor (—1)* übergeht: 

(,6.) = i;.-i.i^(tp,+^^.in±l^(i;.) 

1.2.3.4.5.6*n.fi-l.n-2 ^^ ^"^ 
Mit geringer Modification der Ausdrucksweise kann man den angege- 
benen Weg die Function £2 darzustellen, nun folgendermassen zusammenfassen* 

Ist £2 eine homogene Function n^"^ Ordnung^ welche die Gleichung 
J^Si^^O befriedigt , also als das Product einer Kugelfunction n'"" Ord-^ 
nung mit der n^^" Potenz des Radius darstellbar ist, so ist der Ausdruck 



12^-— 



n r\d\SV^,n.n+i rV*Cß') 



n 1.2 ' u.n — 1 1.2.3.4 ' 

stets in n lineare Factoren zerlegbar, Ye^'bindet man diese paarweise, 
sind zwei so zusammengehörige 

ax+ßy + yz, (^'x + ß'g + yz, 
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und bezeichnet man dann da$ Product der n Ausdrücke 



a ß Y 



durch Vy 80 ist immer 

(17.) n = c{K-gr^+ ,,,:'^,''^_3 -+-|, 

WO C eine Constanfe bezeichnet. 

Ich bemerke noch, dass dies Product V zwar auf 1.3.5...2ii— 1 ver- 
schiedene Arten durch verschiedene Combination der linearen Factoren ge- 
bildet werden kann; aber nur auf eine einzige Weise, wenn diese Factoren 
sämmtlich reell sein sollen. Denn die linearen Factoren des Ausdrucks (16.), 
welche die Schnittpunkte von K = mit 

x'+y'+z' = 

darstellen, sind offenbar sämmtlich imaginär; man kann also reelle Factoren 
in V nur dadurch erzielen, dass man zu deren Bildung je zwei conjugirte 
Factoren des Ausdrucks (16.) verbindet. 

Die Form von 12, in welcher V ein Product linearer Ausdrücke ist, 
steht mit denjenigen Kugelfunctionen im genauesten Zusammenhange, welche 
aus der Entwickelung der reciproken Quadratwurzel der Entfernung zweier 
Punkte hervorgehen. Eine solche Function, multiplicirt mit den n**" Potenzen 
der Radien, entsteht, wenn V die n*^ Potenz eines linearen Ausdrucks wird. 
Bezeichnen wir das Resultat durch F., so dass 

V^ = (a?Xü+yyo + Mo)"~2:2;;;3r^^^'^y^^ 

SO kann man die allgemeinste Function n^""' Ordnung Ü in der durch (17.) 
dargestellten Form sich dadurch entstanden denken, dass n mal hintereinander 
das Differential von V^ in Bezug auf a?o, ^09^0 gebildet ist, und statt der In- 
cremente beliebige Constante, und zwar jedesmal andere, substituirt wurden. 
Carlsruhe, im Juni 1861. 
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Snr une formule relative ä la theorie des nombres. 

(Par M. Emile Mathieu k Paris.) 



XJesignons par m une racine de la cong^ruence irreductible 
cü^ + cü + 1 = (mod. 2)5 
et representons huit nombres par 

^9 ^n ^iüy ^1+«^ ^9 ^19 ^iy ^i+«; 

nous aurons T^galite suivante: 

= {Xi)Xi + XiXi + X„X^ + Xi^^Xi^„f 

(A) \ +{xox[-Xixi''X^x[^^+Xi^^xiy' 
+ {xo x^—x^xi)— Xi^^ x[ + Xi Xi^^y 

+ (XoXi^^--Xi^„X^—XiX^+X^Xif. 

Cette formule, sauf la maniere de representer les huit nombres, qui nous est 
propre, est uno egalite tres connue due ä Euler. La formule {A.) est tres 
facile a poser; car les deux dernieres lignes du second membre se deduisent 
de la deuxleme par la Substitution circulaire (z, wz) faite sur les indices, ou 
ce qui revient au möme p^ la Substitution 

{Xi Xj^ Xi^ta) \Xi X^Xi^f^) 

faite sur les nombres de la formule. 

Nous Yoyons d'apres cela que nous aurons dans le second membre les 
quatre mömes carres si nous faisons sur les indices la permutation circulaire 
(1, (Oy cü^) ou 

(1, o), 1+w); 
on verifie ensuite que la composition du second membre n'est pas non plus 
alterte, si Ton fait sur les indices la permutation circulaire (0, co^ w^) ou 

(0, CO, 1 4- CO). 

On conclut de la facilement que par la permutation des quatre indices 0, 1, 
o), 1+co le second membre ne peut donner que deux decompositions dilTerentes 
en quatre carres; autrement dit, des 24 permutations de ces 4 indices, 3x4 
donnent une decomposition en carres, 3x4 en donnent une autre. 
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Permutons les 4 nombres a^,, Xi, x^, Xi^^ de toutes les manieres 
possibles; permutons de mdme entr'eux les 4 nombres o^», x'i^ x'^y x'i^^ et 
nous aurons (1.2.3.4)^ permutations qui ne changent pas le premier membre. 
Or etant donnee une quelconque de ces permutations, il y en a 3x4 qui 

donnent pour le second membre la möme decomposition en carres. Donc on 

('12 3 4y 
obtiendra de la sorte pour le secoud membre ^ 3^4 = ^8 decompositions 

differentes en quatre carres. 

Donnons maintenant ä la lettre (o une autre signification, et snpposons 

qu'elle represente une raciue imaginaire de la congmence s^^z (mod. 2); 

prenons par exemple pour co une racine de la congruence irreductible 

(a.) w^+ü}+l = (mod. 2), 

et representons 16 nombres par 



^09 






x^ 



t 









nous aurons la formule suivante: 

X (a\? + Xi+ x2 + x[\^ + x^t + x'i^^t + x'^t + a:i!^.«4^, ) 

_ / XiiXti+XiXi+x^x^+Xi^^Xi^^ Y 



/ a^üiPl— a?ia:i— a?^a:l+« + a;i4.«a:l, 

Xi) Xf^ X,^ Xo X^t X^^^jt + ^ö»+cu» «^oi' 



. J 



W + 



XoXfat Xtt,2 Xi) Xi+ta ^l+a>+«a + ^1+w+w» ^l+w \ 

/ / ( I ' \ 2 

aJo a?i+« — a?i+o, a?ü — ^«+«a ^1+«» + ^l+a»a ^«+«« \ 



/ a?üiPl+«i — a?„+«aa\,— a:i+«+„, ^i+a:ia:i+«+«a\ 
I / XoiX^^^i—Xi^f^txi—XiX^i+XtaiXi Y 
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Cette ^galite peut ötre formee au moyen de la regle suiyante: On 
deduit tous les carres du second roembre qui suivent le deuxieme au moyen 
de celui-ci, en effectuant sur les indices la permutation circulaire (j5. cojs) ou 

Quant aux signes, ils sont entierement determines par la condition que les 
termes qui figurent dans le second membre de la formule (A.) se retrouvent 
avec les mdmes signes dans la formule {B,). 

Cette formule est aussi tres aisee a verifier; car il suffit de constater 
que tous les doubles produits provenant du developpement du second carre 
sont detruits par les doubles produits des autres carres ; puisque tous ces carres 
(sauf le premier) se deduisent du second par une möme permutation circulaire. 

La formule (JB.) a ete trouvee par M. Pronhet et Cayley*)\ on voit 
qu'elle est tres facile a obtenir au moyen de notre notalion, et de la regle 
que nous venons de donner. Si dans cette formule, on fait 

X„t — ^i4-«a — ^lu-Hw« — •'^l-f tö-f to»« — "'i 

on retombe sur la formule (A.). 

Au Heu de prendre pour cd une racine de la congruence (a.)) on 
aurait pu prendre encore une racine de la congruence irreductible 

w^ + vo'+l = (mod. 2) 
dont les racines appartiennent aussi ä z^^s (mod. 2), et on serait arrive 
a un resultat semblable. 

Au Heu de prendre la somme des carres du second membre de la 
formule (B.)^ considerons une fonction symetrique quelconque de ces huit 
carres, que nous appellerons *. 

^ reste invariable si Ton fait sur les indices la permutation circulaire 
(1, w, er, i+(Oy £0 + a>% l + co+w^, l+'«^)9 
qui peut aussi s'ecrire 

z etant un des nombres 0, 1, 3, 3, 4, 5, 6. Remarquons maintenant que le 



*) La formule dont il s'agit et au moyen de laquelle le prodnit de deux sommes 
de buit carrös est repr^sent^ sous la m^me forme a ^t^ donn^e dans le cahier de 
mars 1845 du Philosophical Magazine par M. Cayleyj le g^öm^tre irlandäis M. J. T. 
Grafoes lavait d^jä trouvee ant^rieorement k la fin de 1843 et I'avait communicju^e 
il M.. Hamilton dans une lettre ^erite au commencement de 1844. (Voy. Proceedmg« 
of the Royal Irish academy 1847, June 14.) B. 

Journal für MAthematik Bd. LX. Heft 4. 45 
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deuxieme carre du second menibre de Tegalite (JS.) peut ötre ainsi ecrit: 

il est donc inyariable par cette Substitution effectuee sur les indices 

DU 

(ü>% co^*); 

on conclut de la qua la fonction 4> est invariable par toutes les permutations 
renfermees dans Texpression 

(6.) {ü}% cü«''+*). 
On verifie ensuite que la fonction <P est invariable par la permutation circulaire 

(c.) (0, ca, (o^y Ol*, (o^y CO*, CO*) 
ou 

(0, ix)^ co4-co% 1+co+co^^ co^, i+o}y l+o>^); 
les exposants i, ^9 etc. representent les nombres entiers associes respectivement 
ä 2, 3, etc., suivant le module 7. 

La permutation (c.) peut s'ecrire 



(">% toO, 



et la fonction etant invariable par cette permutation et par les permutations 
(6.), est invariable par les 3x7x8 permutations 

pour lesquelles ad—bc est residu quadratique de 7. Ainsi nous voyons 
encore que ces 3x7x8 permutations n'altererent pas la composition des 
carres du second membre de la formule (J?.). 

Dans Tegalite (jB.) permutons les nombres cco, Xi, a:«, ..., x^t de 
toutes les manieres possibles, puis aussi a\), x[^ x^^ . . . , o?^«, et nous aurons 
(1.2. 3... 8)^ permutations qui ne cbang^ent pas le premier membre, mais qui 
changeront en general la composition des carres du second membre; le 
nombre de ces permutations qui ne changent pas la composition des carres 
du second membre etant 3.7.8, ce deuxieme membre est susceptible de 

ri 2 3 8^* 
prendre 378 ft^*'^^^- On en conclut que la formule {B.) donne par la 

n 2 3 ss^ 
permutation des indices ^ ' ' '' ^ == 9676800 decompositions en huit carres. 
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Ce qui precede nous condnit tont .naturellement a quelques remarques 
sur les fonctions de huit quantites; les observations que Hous allons faire 
non seulement sont demontrees d'une maniere particuliere, mais comme Celles 
qui viennent d'ötre faites, ne sont pas susceptibles de g^neralisation. 

Si Ton examine avec attention la formule {B.% on voit facilemenf que 
les substitutions effectuees sur les indices qui laissent 4> invariable ne cbangent 
pas non plus la fonction F symötrique des fonctions suivantes: 

Xt)X^ ä5o»+«« ^i+w + ^l+w+w» ^1+w» ^1 ^«« ^ 

; a?iia?«i JTi^j^^o,! iCj^^^j,» + a?i^i„a aj^ajjy a?i^^; 
ainsi la fonction F est invariable par les substitutions 

pour lesquelles ad—bc est residu quadratique; mais eile est invariable par 
d'autres substitutions; en effet la fonction F' symetrique des fonctions 

^^1+« ^«+«t a?l+«l + a?tt,a :Cl^-w+cu» ^« ^l 9 

(D.) / XtjX^^^t ^1+«+«« a?! + Xi^^Xi^^i x^t x^ , 

\ Xi)Xi Xfa ^|+« + ^1+w» ^w» ^l:f«+«» ^«+«« 1 

est une fonction trois fois transitive qui a 30 valeurs*); or on passe de la 
fonction F a la fonction F', comme on peut le verifier, par la Substitution 

ou 

{cd, i + (0, (0\ 1 + W^, tt>4-CÜ% l + Oi + CÜ*), 



*) Journal de M. Ltoueille, 2*"*' s^rie, tomeVI; page 307. 

45* 
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et on passe de möme de F' A F. .Donc la foncüon F est une fonction trois 
fois transitive qui a 30 valeurs. 

D^apres cela F— F' on, si Ton veut, la fonction formee par la somme 
des termes (C.) pris positivement et la somme des termes (D.) pris negativement 
est une fonction invariable par les substitutions 

pour lesquelles ad—bc est residu qiiadratique, et qai a 240 valeurs. F+F' 
est de plus invariable par (a>%co'^); donc eile est invariable par les sub- 
stitutions precedentes, ad—bc etant alors quelconque (excepte zero); c^est 
une fonction trois fois transitive qui a 120 valeurs. On peut prendre pour 
cette fonction la somme des termes (C) et (D.). 

On aura encore une fonction invariable par toutes les substitutions 

pour lesquelles ad--bc est residu quadratique de 7, en rempla9ant dans le second 
membre de la formule (B.) les x' par x*^, sans rien changer aux indices 

Paris, le 19. novembre 1861. 
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Tables des formes quadratiques binaires pour les de- 

terminants negatifs depuis JÖ=— 1 jusqu'4 Z>=— 100, 

pour les d^terminants positifs non carres depuis D=2 

jusqu'Ä I> = 99 et pour les treize döterininants 

ndgatifs irr^guliers qui se trouvent dans le 

premier millier. 

(Par M. A. Cayley & Londres.) 



J^es tables suivantes sont arrangees de la maniere prescrite dans les 
y^Disquisiliones aritkfneticae^. Dans le memoire de Lefeune Dirichlet ^Recherches 
sur diverses applicalions de Tanalyse a la theorle des numbres^ tom. XIX (1839), 
p. 338 de ce Journal on trouve un tableau dans lequel les regles qui servent 
a former les caracteres des genres sont resumees. Soit D = PS^ ou 2PS\ 
S^ designant le plus grand carre que D conlient, et P un nombre impair; 
soient de plus p^ p'y p" . • . les facleurs premiers inegaux de P et r^ r, r"... 
les nombres premiers impairs qui divisent S sans diviser P; icrivons enfin 



pour abreger cJ = (— ) 
le tableau suivant: 
Premier cas, D = PS\ P 



, e = (— ) ® , cela pose on trouve ä Tendroit cite 
1 (mod.4) 



S = l (mod.2) 
S = 2 (mod. 4) 
S = (mod.4) 



m 

y 

m 
m 



7"' 

m 
m 



m 
r 



m 
•jjT'i . • • 

m m 
T"^ "?"' • ' • 

m m 
^9 T"? TT^ 



Deuxieme cas, D=FÄ% P=3 (mod.4) 



S=l (mod.2) 
S = 2 (mod.4) 
S = (mod.4) 



m 






<j. 



m 



p' p" 



m 



m 



^' y Y^ 



m 

r 

m 

r 

m 



m 
m 
m 
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TroJsleme cas, D = 2PS\ P = 1 (mod, 4) 



6' = 1 (mod.2) 


m m 
'' P' P" ••• 




M « 

r ' r» ' 


S — Q f Biod. 2) 


m m 




Quatrieme cas, D = 2PS\ P = 3 (mod. 4) 


S = l (mod.2) 




r ' . r» 


Ä = (mod.2) 


*• '' ^' p" 


• • • 


m m 



Dans ce tableau la ootation — dans laquelle j'omets les parentheses 

usitees« signifie le caractere d'on nombre qoelconque m par rapport au nombre 
premier impair p, ca. d. que m est residu ou non resido de p selon que 

i^ = 4-1, ou — —1. de iDÖme d est le caractere de m par rapport ao nombre A^ 

savoir m^l oo 3 (mod. 4) selon qne (f = +1 on =— 1, enfin By Si sont les 
caracteres de m par rapport an nombre 8, savoir m ^ 1 on 7 (mod. 8) {»onr 
f = +1, ==3 on 5 (mod. 8) ponr « = — 1 ; m^ 1 on 3 (mod. 8) ponr ^«=+1, 
= 5 on 7 (mod. 8) ponr ^£ = — 1. Si ponr un determinant donne on venl 
former an moyen de ce tablean les caracteres des genres, on prend la ligne 
horizontale qni convient a ce determinant; a tons les caracteres — ^ -^^ ... 

— ^ -^, . . . <T^ 6^ <Te qni se trouvent dans la ligne horizontale^ on attribne 
les signes + ou — a volonte, avec cette restriction cependant qne le signe 
compose des signes qni se trouvent dans la premiere partie de la ligne dont 
]| s'agit seit positif. Si par exemple le determinant donne est Z> = — 35, on 
a D = -35 = PS', P = -35 = l mod. 4), S=l=l (mod.2), les nombres 
Py p'y ... sont 5, 7, et les signes qne Ton doil considerer sont -r-, ^• 
Dela on obtient les caracteres 



m 



M 

T 



il y a donc denx genres de Tordre propremenl primitif. Dans le cas dont il 
s'agit (et en general pour D ^i (mod. 4)) il y a un ordre improprement 
primitif avec des genres qni ont les caracteres identiques a ceux des genres 
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de l'ordre proprement primitif, les caracleres se rapporlant dans ce cas a la 
moitie d'un nombre quelconque represenle par la forme. 

Pour faciliter l'impression des tables j'ai introduit deux nouvelles 
lettres a ei ß dont Toici la definition. Pour tous les determinanls auxquels 
se rapportent mes tables c. a. d. pour les determinanls negatifs quelconques 
et positifs non-carres depuis ~-100 jusqu'a +99 aihsi que pour les deter- 
minanls negatifs irreguliers du premier millier le nombre des facteurs premiers 
designes ci-dessus par les lettres jp, p\ /?"..., r, r\ r" ... n'excede pas deux. 
Soit donc q le plus petit de ces facteurs premiers e.t q* le plus grand lorsqu'il 
y en a deux, je designe par a le caractere — et par ß le caractere --^• 

Dans la colonne relative a la composition et portant Tinseription Cp. 
je reprösente comme a Tordinaire par Tunite la forme principale, par la 
lettre c une forme qui produit par la duplication la forme principale, par 
les lettres d, e . . . des formes qui la produisent par la triplication , la 
quadruplication etc-, de maniere que Ton ait c^ = l, d^=l, e*=l, /*=1, 
gf*^=l, A^ = l, t* = l, /==1 etc. Les notations dy rfj par exemple signifient 
deux formes differentes dont chacune produit. par la triplication la forme 
principale. Je represente de plus par o la forme principale de Tordre im- 
proprement primilif et par ac, ad . . . des formes qui produisent o par la 
duplication, la triplication .... Dans Tenumeration des classes, j^ai toujours 
ecrit en premier lieu Tprdre proprement primitif, en le faisant suivre apres 
un trait de Separation par Tordre improprement primitif lorsquMl existe. Dans 
chacun des deux ordres les divers genres se trouvent separes Tun de Tautre 
par des traits subordonnes. 

Pour les determinants positifs les periodes sont donnees par une 
abreviation facile a comprendre. Chaque forme de la periode ayant son 
dernier coefficient egal au premier de la suivante cette valeur idenlique n'a 
et^ imprimee quune fois, de plus les coefficients exterieurs ä, c des formes 
(a^ by c) ont ete distingues des coefficients b en imprimant ces derniers en 
caracteres plus petits. Ainsi pour le determinant 7 la periode de la ciasse 
principale (1,0,-7) est donnee par les nombres 

1, 2, -3, 1, 2, 1, -3, 2, 1 
qui representent la serie des formes 

(1,2,-3), (-3,1,2), (2,1,-3), (-3,2,1). 

Londres, 6. novembre 1860. 
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Table I des formes quadratiques binaires ayant pour d^terminants 
les nombres n^gatifs depuis i) = --l jusqu'ä Z) = — 100. 



D 


ClaasL^a 


« 


ß 


J 


i 


Jt 


Cp 


D 


ClasaeEi 


rf 


ß 


*l 


f ttr 


Cp 


O 


Cla»«ei 


n 


> <r 


m 


5l 


-l 


li 


0, t 






+ 








-■i« 


1, 0,20 


+ 

+ 










l 


-il 


1, 0,31 
5, 2. 7 
5,-2, 7 


+ 
+ 

+■ 










t 


-t 


1, 


0, 2 










+ 




2 
3 
3 


0, 5 
. t, 7 
.-1, 7 




-d 


1, 


0, 3 


+ 
















2, 


t, 2 


+ 












,2. >.t« 
4.-1, B 
4, 1. 8 


+ 

+ 
+ 












-4 


1, 


0, 4 






T 








-'il 


1 
3 
2 

5 


, 0,21 
n 7 


+ 


+ 
+ 


_ 






1 


ü4^ 


-5 




0, 5 


+ 




+ 








, 1J1 


r 


-32 


1, 0.32 
4. 2, 9 

3. I.tl 
3.-1.11 






+ 

+ 


7 

+ 








1, 3 




^e 


1* 
2, 


0, 6 


+ 






+ 






2» 5 


«1 






0, 3 




-üa 


1 
2 


, 0,22 


+ 






+ 




1 




-7 


K 


0, 7 


4- 












» 0,11 


c 


-33 


1, 0.33 


+ 


+ 

+ 




+ 
+ 










i. 


1. 4 


-h 




'^ 








—US 


1 
3 
3 


, 0,23 
. 1. ** 

,-1, ^ 


+ 










1 


2, 1,17 




-S 


3, 


% B 






+ 


+ 




3, 0,11 






U 3 


2 
4 
4 


. 1.12 
, 1, € 


+ 
4- 


- 


+ 
+ 








6. 3, 7 




-9 


1, 


0. 9 

1, 5 






+ 








-34 


1, (1.34 

2. 0.17 


4- 
+ 


T 






+ 
+ 










--II) 


1, 
2, 


0,10 


+ 








+ 




-44 


1 
3 

4 


, 0,24 


+ 

+ 




l 


5, 1, 7 

7. -1, 7| 






0. 5 




, 0, 8 


c 




-n 


3, 
3, 


1, 4 

-!. 4 














, 2, 7 


# 


1, 0,35 
4. 1, 

4,-1, e 


+ 

+ 


+ 
+ 












re, 




-25 


1 
2 


, 0,25 
, IJ3 


+ 




+ 
+ 






1 


3,-1,12 
5, 0, 7 
3, 1,12 






2* 


i. 6 


+ 












c 


-ri 


1, 
3. 


0,12 






+ 








-26 


1 
3 
3 

3 
2 
5 


, 0,26 

, Lt 


+ 
+ 








4- 


1 






0. 4 




2, 1,18 
6, 1, $ 


+ 


+ 










-u 


1. 


0,13 


-h 




-f 












1, 7 


, 2, 8 

, 0,13 
.-2, i 


-36 


1, 0,3& 
4, 0, t 


+ 




+ 
+ 
+ 








"14 


1, 

3> 
3. 


0.14 
0, 7 


+ 
















5, 2, 8 
S, — 2, 8 






i. 5 




-Ü7 


1 

4 
4 


, 0,27 
-h 7 


+ 

+ 

+; 










1 
ff 






■-3V 


1, 0,37 


+ 




+ 








' i:> 


»1 
3, 


0,15 


+ 


+ 










2, 1,19 






2 


M4 


+ 






- 




fl 






0. 5 




--38 


1, 0,38 
6, 2. 7 
6, "2, 7 


-i- 
+ 




+ 








-4m 


1 
4 


0,2>* 


+ 
+ 




+ 




1 




2, 
4. 


K » 


+ 


+ 

_ 










-!- 1 




+ 
+ 






0, 7 




1. 4 










-29 


1 
b 
5 
3 

2 
3 


0,2§ 
1* 6 
-l, 6 
1,10 
1J& 

-i,to 


+ 
+ 
+ 




X 






1 




3. 1,13 
2, 0,19 
3,-1,13 




-16 


1, 
4> 


0,18 








+ 










2, 5 


-it 


3. 
3, 


aj7 

1, 9 




+ 
+ 








5f 
1 


-39 


1, 0,39 
3, 0, 13 


+ 


+ 
+ 












1. 6 
-1, 6 


5, 1, H 
5,-1, 8 






-30 


1 

2, 
3 
S 


0.30 


+: 












-i» 


1. 
2. 


0,18 








+ 




0,15 


i: 




2, 1,20 
6, 3, Si 


-1,' 
+ 


+ 

+ 








ff 




0, d 


o,to 

0, S 


1 




--19 


4, 

4, 


0J9 
1, 5 


+ 
+ 












rr, 




4,-1,10 
4, 1,10 














- 








or* 










l 
1 










Sl, 


IJ& 


+ 










' 1 


1 
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=7« 



CUsaes 



^l 



Cp 



Cksiei» 



.r|. 



it 



Cp 



ClAS»e9 



T 



u* 



Cp 



-41 



— ö 



-43 



-44 



-45 



-46 



4T 



T5 



-« 



2. ti 



1), 

3. 7 



8- 



0,41 
2, 

1>^1 
2, 



9 + 



+ 
4" 



4- 



50 



51 



0. 5a 

2, 9 + 

iVf? 

0.25 

-t, 17 

\K M + 
M3|+ 

t, la 

2.11 

fK 17 
2. 1 1 



I 



1,26 



3.10 



52 



5a 



1.22 



0,44 
-1. 9 

J:l_? 
1, 15 
0,11 
1,15 



_0._9 
1.23 



-54 



+ 



2, 7 



0,46 
0,2 3 

2.1Ö 
-2, 10 



4>Ö 



0.47 
1,1 
3t 8 
--3. 8 

-t. 16 



+ 

+ 
H- 



5f> 



1,24 
i, 8 
l,ia 
-1,12 
1. 8 



ff/ 



2. 13 



1 



0, 
(,25 



49 + 



1,10 
-1,10 



5« 



0, 52 

0, t a 

2. 8 
-2. 8 



0, 53 + 



-1, 



t 



l.lft 
1.27 
1.18 



(>, 54 + 
+ 



3. 
-3. 



MI 

0,27 
"1,11 



0, 55 
0,11 



K 8 
-t. 8 



1.28 
3. 8 



1,14 
-1.14 



0, ß6 

4. 9 



^, 12 

2, 15 + 
0. & + 



+ 



,t9 
-M9 



1, 

3i 
2, 



0,57 



0, w 



1,29 



3.1 



0,58 



-59 



t 



fiO 



-61 



1 
9* 

9' 



^^ 



63 



If 

1" 



^ 



^^ 



0, 59 

1.50 + 
2, Ö 
1.15 
— 1,12 

ni2 

"1.15 
-2, 9 + 
-1.20 + 



1»30 
1,10 
1, 10 



0,60 
0, 20 
0,15 



+ 
+ 

— 2.tr+ 

2,13 + 
3, tO 
1,31 

a, 10 



0, »9 

ö;6? 



0,62 + 

1, 9 
-1. 9 

2, 11 
0,31 

-2,11 



0,63 
0. 9 

3, 9 

^a, 9 



1,32 + 

lr^ + 



-1,16 
1.16 



0,64! 
1.13 
2,17 
2,17 
-1,13 



0, 65 
4, 9 







+ 



1 
J 



1+ 






-t- 
+ 

+ 
± 

+ 

4- 



+ 
+ 

+ 
+ 



1 
1 

T 
1 



er 

af 
ff*' 

1 
t 

r 
IL 



t 



+ 
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CUaiea 



~ 66 



'67 



^^JS 



^^ 



70 



-71 



^=n 



^tS 



0^66 
'2. 10 



10 + 



0,S3 
0,11 



-2, 14 

2,14 



0,67 
1,17 

-i;i7 



1,34H- 



0,68 

0,17 
-2, 



1,23 

^3,11 

3,11 

^1,23 



0,69 
3.13 



M4 
-1,U 



1»35 
0,22 



-1,10 
1. 



0,70 



0, 35 



0, 14 



0, 10 



0,71 

1,24 

-1, 9 

-2,15 

2,15 

^1,24 



1,36 

1, 12 

^1,18 

—3, tO 

3,10 

1»1& 

-!,ia 



0.72 
2,19 



0, 9 



4,11 




10 -f 



t 



t 



ß <f 



t 



t 



+ 



t 



+ 



+ 



<r» cp 



+ 



t 



^u 



-75 



a 

ah 
ah* 
oh' 



-76 



TT 



-78 



79 



-80 



Clause» ' 



0,74 
-1,25 
4, 10 
4,10 
1,25 



1,16 

-2, 13 

0,37 

2,13 
-1, 1& 



0,75 
1.19 
1,19 



3,12 
'3,12 



1.38 + 



%H 



0,76 
2.16 
2,16 



1,11 

0,19 
-1,11 



0,77 
2, 9 



1,13 

-1,13 



1,39 
0,1 



1,26 
1,26 



0,13 



0,79 
1,16 

-3,11 
3,11 

-1/16 

1» 

1,10 

1,20 

-1,20 

1,10 



0, SO 
1* 9 



1,27 
-1,27 

0, 16 
2,21 



-2, 12 
2,12 



t 



+ 



«+ 



t 



+ 



t 



t 



Üt 



+ 



+ 



Cp 



«' 






1 



-81 



^=m 



^^m 



-«4 



85 



^=m 



=S7 



Clftanes ^ 



1 , 0. 61 
9,''3,10 + 
9, 3,10 + 

5, % 11 

2, 1,41 
5,-2,17 



0,62^ + 

+ 



1, 

2, 0,41 

7, , 3, 13 
7,-3,13 



0,83 + 

1,20 + 



1, 

3, 

9, 4,11 

4, 1,21 ^ 

7,-MS + 

7, 1, t2|+ 

4,-1,21 

9,-4,11 

3,-1,28 



2, 1,42 
6,. 1,14 
6,-1,14 



1, 0,84| 

4, _0^ 

5. 1,17 
5,-1,1? 
3, 



o,2a + 



7, 0, 12 

8, 2, 11 
8,-2,11 




+ 

+ 

2, IQ + 

X 



1, 0,86 
6, 2,15 
9, 

9,-2,10 
6, -2,15 
5, 2, lö 
3, 1,29 

2, 0, 43 
3,-1,29 
5,—!?, 18 



1, 0,87 
7, 2,13 

7,-a,13, 



8. 1,11 
3, 0,29 
8,-1,11 



2, 1,44 
8,^3,12 
8, 3, 12 



4, 1,22 
6, 3, 16 
4,-1,22 



+ 



+ 



Sk 



Cp 



+ 
+ 
+ 

+ 
+ 
+ 



+ 
+ 



+ 

+ 1 
+' 
+ 



+ 
+ ■ 



+ 



+ 
+ 
+ 

+ 
+ 



+ 
+ 
+ 



1 

B 

S^ 

ff* 

! 

g' 

r 

t* 

1 

i 
i* 



1 

1 

* 



1 

f 
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ClMi^e» i 


lif 


J 


£ 


Je 


Cp 


O 


CiiLSßsa 


« 


^ 


J 


t 


cJl 


Cp|| D 


Cla»«fl8 


fV 


fi 


j 


( 


dt 


Cp 


-89 


4, 2.23 

8, 4»tH- 






-- 




1 

c 
e, 


-92 


1. 0,dZ 
9, 4, 12 
9,-4,12 

3, 1,31 

4, 0,23 
3,-1.31 


'- 


- 


+ 
H- 






1 

.V* 

ff' 


-9Ö 


1, 0,96 

4, 2, 25 

5, 2, 20 

5,-2,20 


+ 
+ 

+ 
+ 




+ 
+ 

+ 


+ 
+ 

+ 
+ 






-89 


1, 0,89- 
9, MO- 
5, 1,18 
% 1.45- 

5,-1, la- 

B,-t.lO- 


- 


-- 






1 


3, 0, 32 
11, 5,11 

7, 3,15 
7,-3,15 


ff» 




-93 


1, 0, 93 
3, 0,31 

2, l,i7 


- 


1+ 
+ 


+ 

+ 






1 

r 


et 




C| 


-97 


1, 0.97 

2, 1,49 
7, 1,14 
7,-1,14 


+ 
+ 




+ 
+ 










6, 3,17 


er, 






3,. 1,30- 

7,-3,14 

6.-1J5- 

6, 1,15- 

7, 3,14 
3,^1,30- 


in 






-H 


1, 0,94 
7, 2, 14 

2, 0,47 
7,-2,14 


+ 
+ 






+ 
+ 
+ 
+ 




1 

i 


e* 




"98 


1, 0,98 
9, 1,11 
^, 0,49 
9,-- Ml 
3, J,33 
§, 2,17 
6.-2,17 
3,-1,33 


+ 
+ 

+ 








+ 

+ 

+ 
+ 

+ 
+ 
+ 




" 


5, 1,19 
tO, 4,11 
10,-4,11 

5, -i; 19 




-M 


1, 0,90^ 
9, 0, 10 ^ 


I- + 
h- 

- + 


1 




+ 
+ 








7, 1.13- 
7,-113- 
3, 0,4 - 

9,-3,11 
9, 3,11- 




. 


>95 


1, 0,95 
9,-2,11 
5, 0.19 
9, 2,11 




+ 

+ 








1 
1* 

1 
i» 






-99 


1, 0,99 
4,-1,25 
4, 1,25 


+ 


+ 
+ 
+ 














1 


3, 1.32 

8, 3,13 
8,-3, t3 
3,-1.32 






5, 1,20 
9. 0,11 
5,-1,20 




^*1 


1, 0,9H 
4, 1,23- 
4,-1,23- 










r 

;: 






2, 1,48 

8, U 12 

10, 5, 12 

6.-1,12 


+ 
+ 


+ 

+ 

+ 


* 








2, 1,50 
10, 1,10 


+ 


+ 
+ 












5,-a,l0- 
7, 0, 13 - 
5, 2, 19 - 


•; 






-100 


1, o,wo 

4, 0, 25 

8, 2,13 
8,-2,13 


+ 
+ 




t 

+ 
+ 










3, l.i6H 


- + 








ff 


0, 1,16 
4. --1,21 
4, 1,24 
6,-ni6 






10, 3,10- 


^^ 






# 












j 






• 
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Table II des formes quadratiques binaires ayant pour detenninants 
les nombres positifs non-carr^s depuis D = 2 jusqu'a D = 99. 






Claafte* 


€t 


ß 


(F 


t 


M 


Cp 


F <^ r i o d e «, 


'i 


t,U»-2 








± 






1,1.-1, *,1 * 


3 


1,0,^3 


+ 




-h 








-1.1,2.1,-1 






-1,0, 3 




"5" 


1.0» -Si 


+ 












2,1.-2,1,2 






2, 1, "2 


+ 














6 


1,11,-6 


+ 








+ 




1.5,-2.3,1 
-l,3,2,a,^l 






-1,0, e 




7 


1,0,-7 
-1.0* 7 


+ 




+ 








1,1, -3, j, 2, 1,-3, 2,1 
-1,3,3,1,-2, t, 3, -,-1 


K 


1,0,-8 






+ 


+ 


-' 




1,2i -4,^,1 






-1,0, 8 


-(-!• 






10 


1,0,-10 


+ 






+ 




1,11.-1,1,) 

2,i,-3, 1,3,1,-2*5,3, 1,-3,1,2 






2.0,-5 


* 


11 


1.0,-11 


+ 




+ 








l,3,-2,s,l 

-1,3,2„%^1 






-1,0, 11 




Tl 


1,0.-12 


+ 


^—r 


4- 


— 






1,3,-3,U,1 

-l,s,3,H,-l 






-1,0, 12 




i3 


^ 1,0,-13 


+ 








1,8,— 4,1,3, *J, -3, J, 4,8, -1,3, 4, 1,^3, :t, 3,1,-4,«.! 
2,s,->,S,2 






2.1,-0 


+ 








■ — 






14 


1,0,-1* 


+ 


+ 
+ 






,+ 




1,3,-5,3,2,8,-5,3,1 

— 1,3,5.3,-2,1,5,1.-1 




a 


-1,0, 14 




IB 


1.0,-^15 


+ 
+ 


+ 
+ 






— — 


1,8,— 6,:»,! 
-1,3, S, 1,-1 

2,3,-3,a.2 
-2,a,3,3,-t 






— 1,0, 15 






2, 1,-7 




1? 


-2.1, 7 


* *■ ] 




1,0.-17 


;+ 








_ 




1.*, — 1,4,1 

2,1,-4,1,4.»,— 2, 3,4, 1,-4. S,2 






2,1.-8 


+ 












H 


1,0, — IH 


+ 






4- 






n*r-2,4j 
-t,*,2,4,-l 






-1.0. IS 




1!» 


1,0,-19 


+ 




+ 








1,4,— 3, Ä,5,3,— 2,3,5,3,— 3,4,1 
-t,4,3,«,-5,s,2,3,-5,t,3.*,>^1 






-1.0. n 




!sSü 


1,0,-20 


+ 




+ 








1,*i-4,4,l 

-1,4,4,*, -t 






-UO, 20 




» 


1, 0, —21 


+ 


+ 










1,4, —5, t,4A —3,3, 4.1,-1,4,1 
-1,4,5,1,— 4.3,3,3,-4,1,5,4, —1 

2.3,-6,3,2 
-2^6,8,-2 






-1,0, 31 






2, t, ^111 


+ 


+ 








irfr 






-2, 1, 10 




22 


1,0,-22 


+ 


— 






+ 




1,4,— 6,*a3,i.— 2,*.3iil,-«,4,l 

— 1,4,6,4,-3,1,2,4.-3,1,», 4,-1 


^ 




--1,0, 22 






2a 


1,0,-23 


+ 


+ 

+1 


+ 






1,4,-7,1,2,8,-7.4,1 

— 1,4,7,8,-2,4,7,4,-1 




IL . 


-1.0, 23 




ü 


1.0,-24 
-1,0, 24 






1,4, -Ä, 4,1 

-1,*,8.4,-1 

3, 3, -5,«, 4, 2, -5,3,3 
-3,8,5,1,^4,1,5^1,-3 






S,0,-ö 


r, 




- - 


-3,0, a 


_ 


+ 


rr, 
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Cluioa 


II 


ß 


iT 


E 


rft 


Cp 


P ä r i d e s. 


1^ 


1, 


o.'-ae 


i+ 






+ 




1 


!»&,— Ii&i1 




^rv 


ü. -13 


2 


*i-5.i,5,*,— 24.5*j,-5»4,8 




TT 


1. 
-1, 


Ü, —27 


+ 

:- 




+ 


n 




1 

c 


1 
-1 








0, 27 




"f? 


-1. 


0, —28 


+ 

-■ 




+ 






1 


1 
^1 


,5»'-3n,4Hi"3,ß,l 
4,3,4,— 4,1,3» t, — t 




-' X' 


0, 2H 




üö 


1, 


a, — ae 


+ 










1 


1 


5,-4,*,5,»,— 5,3,4,6,-1,6,4,3,— 5, a, 5.3,-4,6,1 
6, 4, 3, -5.5,5, 3, -4, t,l,s, -4,», 5, 3,^5, 3,4.6,^1 






a, 


1,-14 


+ 















30 


1, 
-1, 

2 


0,-30 


+ 


+ 






+ 


1 


1 

2 
-2, 


fß,5.s,-l 
4,-7,3,3,^-7,4,2 

4,7,3,-3,3,7,4,-2 


•1 




ü, 30 






0,-15 


^1 






0, 15 




"5T 


1i 
"1, 


0,-31 


+ 




+ 






1 
c 


-t 


Sp— 6, t, 5. t,- 3, &, 2, ä, -3,4,5,1,-6,5,1 
6,6,1,-^5,4,3,6»— $,ft, 3, #, -5, i, 6, &,- 1 






0, 3 t 




Ti 


-1. 


0,^32 






+ 


+ 




1 


-1 


ß,-7,t,4,3, -7,s,1 

6, 7, -,-4, 3,7, 6,-1 






0, 32 




TH 


1, 
-1, 


0,-33 


+ 


+ 








1 


1, 

-1 

-2, 


6,-8,3,.l,,), g,&,| 

ß,S,a,"3,3,8,&,-l 
tt,-4,3,6,s,-4,s,8 

5,4,3,— 6, 5^,4, Ä, -2 
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Note siir r^limination« 

(Pur M. A Cagleg.) 



S^ient I^=(a^...)(^>y)% V^— (^^««OC^^y)* ^ fonctions homogenes 
qaelconques des degres m el n respeetivement. Denotoos par (x^ y)^ la suite 
entiire on seulement une partie de la saite de termes a/^, ^^^9$ • * • jf^^ ^^ 
en prenant tf^m^»^ formons le determinant 

Celle nolation signifie qu'en supposanl les soites {x^yY^U, (a?,y)^^F com- 
posöes respeetivement de p et de 9 lermes et posant p-\-q^B on forme le 
determinant 

dans leqael les difiKrentes lignes (chacune composee de s lermes) sonl ce que 
devient {x.yY^V, (a?,y)^K, lorsqu'on y substilue (a?,, y,), (a?,,^,), .. (a?.,y,) 
saccessivemenl au lieu de {x^y). 

Le döterminanl que je viens definir est divisible par le determinant 

Dotation qai est equivalente i: 



«-1 



(^o yj 

et dans laqnelle (a?, y)*"* denole la suite entiere des termes o?*""*, x'^^'^y, . . . y*'*. 
Nous oblenons ainsi une equation 

c. ä d. que le quolient est du degre p par rapport aux coef&cienls {a, . . .) 
du degre q par rapport aux coef&cients (6^ . . .) et du degrö Os+i par 
rapport a chaque Systeme de variables (a;i,y,), ... (x^^y,). Or en supposanl 
ü, = 0, Fi = 0, on obtient 

= {a,...y{b,...y{x,,y,r'^' ...(x^^y.r-'^S 
equation qui subsiste quelles que soient les valeurs des variables (o^, y2) — (^t> yj; 
cela donne une suite de {ß—s+2)^^ equations chacune de la forme 

= {a,...r{b,...yix,,y,r^^'. 
En considerant un Systeme quelconque Ae 6—s+2 de ces equations, pour en 



374 Caj/iejf, noie sur nimkiaHan. 

eliminer ioos ies termes de (^19^1)^*^% tm oMenin 0« reqnatioB 
= 0, OQ ime iqaation de la forme 

ou F sera un determinant de Tordre O—s+2^ chaqae teme et«t de k 
forme (a, . . .)'(** • • •)*• 

Cela pose il est Evident ^e F contiendra comme factenr k foMlioB 

a-^ia,.. .y{b, . . .)• 

qui est le resoltant des deox eqnations 1^=0, F=0. Ea particalier, oa 
aura Ies deox cas qoe voici: 

1". Seit tf = m+ii-l, et sopposons qae (a?,f)— 'IT, («,»)*"* F, de- 
noteilt Ies suites entieres 

x^-^'U, xT-^yU, . . . y-*l7; x— *F, x-^yF, . . . y— *F, 
nous aurons /> = «, q = ^y *=«i+«, tf— *+2 = l; et dela 

F= (a,,..)-(6,...r, 
donc F = a. On voit sans peine qae 1 on obtient de cetle maniere k resal- 
tant D, sous la forme d'on determiDant de Tordre m+Uy k mdme qae Toa 
obtient en elimihant ks termes de (x^y)"^*~* entre ks equatkns («,f)*"*l^=0, 

2"". En snpposant iii>:fi^ on pent prendre tf=iii^ ce qui donne poor 
(x, yY'^ U \e senl terme (7. Reduisons anssi (x, f )*"• F au seal leraie 
^^m-n^ y ^^ designant an nombre entier arbitraire entre et «— ») c. a. d. 
an terme x"*~~* F oa yT^ V dans k cas des deox vakors extremes de a. Ob 
a ainsi /> = 1, 9 = !•> « = 2, et dela 

^f = (fl,...r(6,...r- 

Donc F= (a>... )"'''" 1^^ ^* ^* ^- 9^^ ''^i^ obtknt k resoltant O affede d'on 
facteor (a^...)*"^ V^i ne contienl qoe ks coefficknts de C/^ et qoi eat de 
Tordre m—n par rapport a ces coefficknts. L'expression de ce facteor peat 
ctre troovee asses facikment. Dans k cas do tonne x^~* V, c. a. d. poar 
a = 111 — 1», le facteor sera kT'^ (k designant le demiw coefficient de la soile 
(Oy . . .)) ^^ <i^s le cas do terme jf*'' V, c. a. d. poor a = 0, k factear sera 
a'^'. Mais en sopposant m = n on a toot simplement F=D, c. a. dl qoe 
Ton obtient k resoltant sans facteor etranger. C'est soos cetto deraiere forme 
qoe j^ai presente la methode abregee de Behaut dans k tome LID, p. 366 
(1857) de ce Joomal. 

Londres, i?'^*' decembre 1861. 
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lieber die richtige Werthbestimmung der Constante 
des Integrallogarithmus. 

(Von Herrn L. OetHnger za Freiborg i. B.) 



X/ie Constante des Integrallogarithmus und der harmonischen Reihe 
hat bekanntlich denselben Werlh. Dennoch werden bierfar von Magcheroni, 
fj€m$s, SoUmer u. A. verschiedene Werthe angegeben. Euler (Act. Acad. 
Scient. Petrop. p. A. 1781 P. II, pg. 45 et sqq.) giebt folgenden an 

C = 0,5772156649015325, 
Mmckeroni (Adnott. ad Euleri calc. inlegr. , welches Werk mir aber nicht zu- 
gfingiich ist, weswegen ich anf Lacroix Traite d. calc. diff. et int. T. III, 
Pg. 521 und auf Beneis Aufsatz (Königsberger Archiv S. 4) verweise) 

C = 0,577215664901532860618112090082 39, 
Soldner (Theor. d'uue nouv. fonct. transc. Munic. 1809, pg. 13) 

C = 0,5772156649015328606065, 
Cfams (Comm. soc. reg. Scient. Gott. rec. V.II ad. A. 1811-13 T. 11, p. 36) 

C ^ 0,57721566490153286060653. 
Ausserdem findet sich dort folgender, auf seine Aufforderung von Fr. B. G. 
Nicolai doppelt berechneter Werth 

C = 0,5772156649015328606065120900824024310421. 
Bretsckneider giebt in diesem Journal Bd. 17, S. 260 den von Ma$cherom mit- 
getheilten Werth mit der Bemerkung an, dass er von Kramp aufgefunden sei, 
ohne den Ort, wo er sich findet, zu bezeichnen. 

Euler y Soldner und Gau9$ haben den Werth aus der Summe der 10 
ersten Glieder der harmonischen Reihe berechnet^ Matdieroni aus den 100 
ersten, Micolai doppelt ans den 50 und 100 ersten Gliedern. Die Gleichung^ 
welche zur Rechnung dient, ist bekanntlich 

(1.) C = S.-log«-^+^-^.+^-^+..., 

wenn S. = l + 2 + iH 1 — ^^^ ^ii ^i^ ^n • • • die Aernotifftschen Zahlen 

II 

bezeichnen. 

Die Werthberechnung ist mit grosser Mühe verbunden, weil man die 
Summe der ersten 100 Glieder der harmonischen Reihe darzustellen hat, um 
mit Siclierheit eine Entscheidung geben zu können. Die Arbeit lasst sich je- 
doch nach folgender Methode sehr abkurzen. 
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Beseichnet man die Samme der m erstcfn ungeraden Glieder der hwr^ 
monischen Reibe durch 

und die der m ersten geraden durch i5i.==^i + i+i-1 ^~ö~~~9 ^^ ^^^ ^^ 

folgende Beziehungen 

(2.) fi^ = Si^-i+iS. und (3.) SUi = Si,2.+i + 4S.- 
Nach diesen Gleichungen reducirt sich die Summirung der 100 ersten Glieder 
der Reihe nahe zu auf die Hälfte der Arbeit. Man kann nämlidi von den 
sechs ersten Gliedern {8^) und den 6 ersten ungeraden (5i,u) auf 8n^ hierauf 
nach N^3 auf 8u^ und dann nach N^2 auf S^ und S^m übergeben. Die 
Rechnung wird dadurch erleichtert, dass nur wenige Glieder auf Dedmal- 
brflcbe von sehr grossen Perioden fahren. 

Da bisher die Summen, worauf die Glieder der harmonischen Reihe 
fahren, mit Ausnahme von S^^ so viel mir bekannt, nicht mitgetheilt sind, so 
sollen folgende, auf 42 Stellen berechnet, hier stehen, wodurch Gelegenheit 
geboten ist, die Richtigkeit der von mir gefundenen Resultate mit geringer 
Mühe nach N"". 1 prüfen zu können 

S^ = 2,928968253968253..., 

S^, = 3,597739657143681911483769068908387793836711, 
(4.) {Sn = 3,815958177753506869134813676474734490618190, 
S^ = 4,499205338329425057560471792964769091970601, 
8,0, = 5,187377517639620260805117675658253157908971. 
Hieraus habe ich nach N"". 1 folgende Werthe durch die Summe der 10, 20, 
50 und 100 ersten Glieder der Reihe gefunden 
C == 0,577215 664901532860581 
^C = 0,577215 664901532860606512083 
(^•) je = 0,577215664901532860606512090082402419 

(c = 0,577215664901532860606512090082402431042155. 
Der erste Werth ist auf 18, der zweite auf 25, der dritte auf 34, der leiste 
auf 40 Stellen richtig. Die vorliegenden Werthe stimmen bei vierfacher 
Rechnung unter sich und mit den von Gauss, 8oldner und Nicolai berechneten 
aberein. Hiervon weicht der von Mascheroni, Bessel, Lacroix und der in 
diesem Journal angegebene in der 20—22 Stelle ab. Er ist daher wohl als 
unrichtig zu bezeichnen. 

Freiburg, im October 1861. 
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lieber die Identitftt der Prismatoide mit den 
Trapezoidalkörpern. 

(Von Herrn E. F. August.) 



Am 45'''" Bande dieses Journals (1853) pag. 239 habe ich die Aus- 
messung der Körperstumpfe nach der Formel ^{iM+G+K) behandelt, und 
zugleich theils auf das Programm des Cölnischen Real -Gymnasiums von 1849, 
in welchem diese meine Entwickelungen schon enthalten waren, theils auf den 
seitdem erschienenen dritten Cursus meines Lehrbuchs der Mathematik (Berlin 
bei Georg Reimer 1854) hingewiesen, worin die elementare weitere Aus- 
fahrung sich findet. Ich nannte im Allgemeinen jeden Körper einen Körper- 
stumpf, der aus einem anderen Körper herausgeschnitten ist durch zwei 
Parallelebenen, die keinen Eckpunkt desselben zwischen sich haben. Bei 
ebenflSchig begrenzten Körpern wurden diese Ausschnitte, selbstfindig be- 
trachtet, von mir Trapezoidalkörper genannt und die Ausmessung derselben 
auf die Ausmessung stehender, hangender und schwebender Pyramiden zurflck- 
geführt, aus denen alle solche Körper zusammengesetzt sind, wodurch sich 
die Allgemeingülligkeit der obigen Formel für die Grundflächen G und Ä, für 
den Mittelschnitt M und die Höhe h sehr einfach ergab. Ich habe ferner die 
Ausdehnung der Formel auf die Kugel und sfimmtliche Unidrehungskörper der 
Kegelschnitte ganz elementar nachgewiesen. Die Arbeiten meiner Vorgänger 
in diesen Untersuchungen habe ich gewissenhaft angegeben und die Wichtig- 
keit des Satzes fflr die Elementarmathematik mit dem Wunsche herausgehoben, 
dass er in die Lehrbücher äbergehen möchte, wie ich ihn in das meinige 
aufgenommen. Nun hat Herr Professor Dr. Theodor Wittstein im Jahre 1860 
eine Monographie herausgegeben (Das Prismatoid, eine Erweiterung der 
elementaren Stereometrie, Hannover 1860.), in welcher er den Körperstumpf, 
den ich Trapezoidalkörper genannt hatte, als Prismatoid in die Eleraentar- 
stereometrieseinf&hrl und, wie er meint, als etwas ganz Neues, Recensenten, 
4ie eben so wenig, wie er selbst, die Vorarbeiten kannten, haben dies ihm 
bestätigt und in dem in diesem Jahre erschienenen Lehrbuche der Elementar- 
Mathematik (Hannover 1862. Zweiter Band.) spricht sich Herr Wittstein in 
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demselben Sinne aus, obwohl er Einiges über die früheren Bearbeiter des 
Satzes, jedoch mit Uebergehung meiner Arbeit, in der Vorrede erwähnt. 
Ich muss es den Mathemalikern, die mein Lehrbuch in dieser Beziehung mit 
dem seinigen vergleichen, anheim geben, zu beurtheilen, wessen Beweis- 
führung die einfachere ist und wer zugleich den Gegenstand am Erschöpfend- 
sten behandelt hat. Dass aber in meinem Lehrbuche der Satz zuerst a!s 
stereometrisches Element enthalten ist, darf ich wohl mit Sicherheit behaupten. 
Ich glaubte der Sache und meinen geringen Bemühungen um dieselbe, auch 
diesem Journal, das meine Abhandlung veröffentlicht hat, diese Erklärung 
schuldig zu sein. 

Berlin, im Februar 1862. 
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Zur Lebensgeschichte des Mathematikers 
Ludwig Immanuel Magnus. 

X/as Jahr 1861 hat aus der Reihe der hiesigen Mathematiker in 
Ludwig Immanuel Magnus einen Mann durch den Tod ausscheiden sehen, 
dessen nützliches Wirken für die Wissenschaft und deren Unterricht vor- 
nehmlich im Bereich der analytischen Geometrie den Fachgenossen bekannt 
ist. Weniger bekannt ist es, dass derselbe sich unter den grössten äusseren 
Hindernissen zu einer Zeit, wo die mathematischen Studien in Berlin völlig 
darnieder lagen, fast ohne alle fremde Hfllfe durch eigene Kraft zum Ge- 
lehrten gebildet hat. 

Die nachfolgenden Zeilen, welche die Redaction befreundeter Hand 
verdankt, geben in dieser Beziehung sowie überhaupt für die Lebensverhalt- 
nisse des Verstorbenen einige Anhaltspunkte: 

Ludwig Immanuel Magnus wurde am 15**" März 1790 zu Berlin ge- 
boren. Nachdem er früh seinen Vater verloren halte, wählte er, dem Willen 
seiner Mutter gemäss, den kaufmännischen Beruf. Auf der damaligen Handels- 
schule zu Berlin vorbereitet, trat er sehr jung in das Handlungshaus seines 
Oheims. Die ihm daselbst obliegenden Arbeilen nahmen ihn so sehr in An- 
spruch, dass er häufig die Nächte zu Hülfe nehmen musste, und dennoch liess 
ihn sein Drang zur Mathematik auch unter diesen Verhältissen Zeit finden, 
den Euclid gründlich zu studiren. 

Als im Jahr 1813 die preussische Jugend zu den Waffen eilte, trat er 
als Freiwilliger zu Breslau in die Artillerie ein und wurde von dort bald 
nach Neisse gesandt und zum Feuerwerker befördert. 

Nach dem Frieden fand er in einem anderen Berliner Bankhause eine 
für sein wissenschaftliches Streben günstigere Stellung, welche ihm gestattete, 
in seiner freien Zeit an das Studium der höheren Theile der Mathematik zu 
gehen, wobei er sich — mit Ausnahme eines Versuchs, einen Cursus der 
Infinitesimalrechnung bei dem damaligen Gymnasial -Professor Lubbe durch- 
zumachen — lediglich auf Selbststudium beschränkte. 

Um jene Zeit kam er in enge Berührung mit einer Genossenschaft von 
jungen Männern, die, durch Fichte begeistert, sich mit grosser Selbstver- 
läugnung der Volkserziehung widmeten und im Jahre 1816 die Cauersche 
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Erziehungs- Anstalt in Berlin gründeten. In dieser Anstalt fing Mtsgnus an 
wahrend seiner Freistunden mathematischen Unterricht zu ertheilen, in welchem 
sich eigene Klarheit und Begabung fflr das Lehren in gleichem Masse be- 
kundeten. Zugleich folgte er eifrig der Entwicklung der Wissenschaft und, 
indem er in den ausgezeichneten Leistungen des damals einzigen mathemati- 
schen Journals von Gergonne eine lebhafte Anregung fand^ begann er sich 
in selbstständigen ArbeHen zu versuchen, wovon ein Aufsatz vom Jahr 1820: 
Solution d'un probleme de geometrie par M, M . , . .$ in den Gergonne^ sehen 
Annalen tome 11 und zwei schöne Abhandlungen vom Jahr 1825: Thiorämes 
sur Chyperbolotde ä une nappe, sur le cone du second ordre et sur les co- 
niques spheriques und Demonstration de quelques thiorämes sur les enveloppes *) 
in denselben Annalen tome 16 Zeugniss geben. 

Bei der im Jahre 1826 erfolgenden Verlegung der Catierschen Anstalt 
von Berlin nach Charlottenburg trat Magnus in aller Form in das Lehrer- 
Collegium der Anstalt ein und fand auf diese Weise endlich die gewflnscbte 
GelegenEeit, seine kaufmännische Beschäftigung gänzlich aufzugeben. Die 
acht Jahre, während welcher er in dieser Stellung blieb, sind die einzigen 
seines Lebens gewesen, die ihm eine ungestörte wissenschaftliche Thätigkeit 
gestatteten. Er konnte nun umfassendere und zusammenhangende Unter- 
suchungen anstellen und legte die FrQchte seiner Studien theils in einzelnen 
Abhandlungen in diesem Journal nieder, theils in seiner bekannten und ver- 
breiteten 9,Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der analytischen 
Geometrie". Diese Schrift, von welcher der erste Theil, die Geometrie der 
Ebene umfassend, 1833 erschien und welche später Veranlassung gab, dass 
die philosophische Facultdt der Universität Bonn Magnus zu ihrem Ehrendoctor 
ernannte, ist ein Werk, welches, über den einfachen Titel einer Aufgaben- 
sammlung weit hinausgehend, auch werthvoUe eigene Arbeiten enthält und in 
welchem die Darstellung der Lehre von den geometrischen Verwandtschaften 
besonders hervorzuheben ist. — Die beiden letzten Jahre dieses Lebensab- 
schnitts brachten überdies fflr Magnus die Befriedigung mit sich, dass er mit 



^^3 Diese AbhandluDg zog die Aufmerksamkeit Jacobis auf sich, der damals 
eben seine Doctor-Dissertation de fracHonibus simplicibus herauss;egeben und ab 
Docent der Mathematik in Königsberg seine Laufbahn begonnen natte; es existirt 
von Ihm ein bis jetzt uugedruckt gebliebener AufsatZ; worin er, die Methoden der 
Variationsrechnung zu Tlüife nehmend, die Jl!fa^//t/^äehen Ergebnisse und eben dabin 
gehörende von Carl Dupin in dessen applications de g^omitrie etc. bekannt gemachte 
zu grosser Allgemeinheit erweitert. B, 
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einem in demselben Bereich der analytischen Geometrie erroigreicb arbeitenden 
Malhemaliker, dem in den Jahren 1833 und 34 hier lebenden Professor P/iicfter 
in persönlichen wissenschaftlichen Verkehr treten konnte. 

Aber schon 1834 endete für Magnus seine bisherige gOnstige Lage. 
In diesem Jahre starb plötzlich sein Freund Cauer und mit diesem Tode traten 
so wesentliche Veränderungen in der Organisation der Erziehungsanstalt ein, 
dass Magnus sich nach einem anderen Wirkungskreise umsah. Es war natür- 
lich zu wünschen, ihn in seiner wissenschaftlichen Laufbahn fortwirken zu 
sehen, auch wurde ihm eine Stellung an einem öffentlichen Institut in 
Aussicht gestellt, um welche er jedoch nicht glaubte sich bewerben zu 
sollen. In seiner bis an Schüchternheit grenzenden Bescheidenheit besass er 
nicht die Gabe, seine Leistungen zu äusserer Geltung zu bringen. Auch 
setzte er in seine körperliche Kraft das Vertrauen, dass er noch jetzt, wie in 
jüngeren Jahren in der Wissenschaft etwas würde leisten können, selbst wenn 
er ihr nur seine 3Iusse zuzuwenden im Stande wäre. — Und so trat er, ohne 
je ein Wort der Klage laut werden zu lassen, bei dem damals neuentstandenen 
Berliner Kassenverein als oberster Kassenbeamter ein. 

Leider hatte er die Stärke seiner Gesundheit überschätzt. Die an- 
gespannte Thätigkeil des Kassirers in einem grossen Bank - Institut erschöpfte 
ihn in hohem Grade, und er musste seine letzten Kräfte zusammenraffen, um 
gleichzeitig von dem zweiten fttr die analytische Geometrie des Raumes be- 
stimmten Theil seiner ^Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen etc.^ auch 
nur die erste Abtheilung im Jahre 1837 erscheinen lassen zu können. Diese 
Abtheilung seines Werkes, zu welcher er die Materialien längst gesammelt 
hatte und worin wiederum auf die Darstellung der Lehre von den geometrischen 
Verwandtschaften der grösste Nachdruck gelegt wird, ist — abgesehen von 
einer kurzen Bemerkung im 26**" Bande dieses Journals — die letzte von 
Magnus veröffentlichte Arbeit. Die zweite Abtheilung des zweiten Theils, 
welche die Anwendungen der Infinitesimalrechnung auf die Geometrie des 
Raumes enthalten sollte, ist er nicht mehr im Stande gewesen erscheinen zu 
lassen. Als er nach 9jähriger Anstrengung im Jahre 1843 in die Lage kam, 
seine Stellung als Kassenbeamter aufgeben zu können, hatten seine Kräfte 
bereits sehr abgenommen, es kam eine Schwächung des Augenlichts hinzu, 
die es ihm unmöglich machte, die volle Müsse, die ihm nun zu Theil ward, 
wissenschaftlich zu verwerthen. Er starb am 25**" September 1861. 
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Nova methodus, aequationes differentiales partiales primi ordinis inter 

numerum variabilium quemcunque propositas integrandi 60. -1 — 181 

Joachimsthal. 

De aequationibus quarti et sexti gradus quae in theoria linearum et super- 

ficierum secundi gradus occurrunt . 53. 149 — 172 

Sur les surfaces dont les lignes de Tune des courbures sont planes. . 54. 184 — 192 

50» 
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Baod SdU 

Bemerkong xo JSckröier, ober die Raumcarven dritter Klasse und Ord- 

ottog." 56. 44— 45 

lieber ein elementares Theorem der analytischen GeooMtrie 56. 280—284 

Ueber ein Attractionsproblem 5a 135 — 137 

Deber die Anzahl reeller Normalen, welche von einem Ponkle an ein 

Ellipsoid gezogen werden können. 59. 111 — 124 

de Jonquieres »i Paris. 

Solution de quelques questions gön^rales concemani les courbea alg^ 

briques planes 59. 313—334 

Einkelin su Bern. 

Ueber eine mit der Gammafunction verwandle Transcendente und deren 

Anwendung auf die Integralrechnung. 57. 122 — 138 

Kirchhoff su Heidelberg. 

Ueber das Gleichgewicht und die Bewegung eines unendlich dünnen 

elastischen Stabes 56. 285— 313 

Ueber die Vertheilung der Electricitil auf zwei leitenden Kugebi. . • 50. 89—110 

Kronecker. 

Zwei Sitze Aber Gleichungen mit ganzzahligen GoefBcienten 53. 173 — 175 

Ueber complexe Einheiten 53. 176—181 

Ueber cubische Gleichungen mit rationalen GoefBcienten 56. 188 

Ueber die Anzahl der verschiedenen Qassen quadratischer Formen von 

negativer Determinante. 5T. 248 — 255 

Ueber die Gleichungen filnfken Grades 59. 306 — 310 

Ueber die Bedingungen der Integrabilitit. 59. 311—312 

Kflpper zu Trier. 

Demonstration de cette proposition, que tonte fonction elliptique de 
premiere espece peut ^tre remplacee par deux fonctions elliptiques 
de seconde espöce, et developpement d'one forroule relative k la 
rectification de l'hyperbole 55. 89— 93 

Kummer. 

Ueber die den Crautfischen Perioden der Kreistheilung entsprechenden 

Congruenzwurzeln . 53. 142 — 148 

Anzeige einer Schrift des Herrn Reuschle in Stuttgart 53. 379 

Ueber die Ergänzungssätze zu den allgemeinen Reciprocititsgesetzen. . 56. 270 — 279 

Allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensystemc 57. 189—230 

LipschitjK zu Bonn. 

Einige Sitze aus der Theorie der quadratischen Formen 53. 238—259 

Zur Theorie der quadratischen Formen 54. 193—196 

Untersuehnng einer aus vier Elementen gebildeten Reihe 54. 813—328 
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Band Seite 

lieber die Darstellang gewisser Funclionen durch die Eulersche Sammeo- 

formel 56. H— 26 

lieber ein Integral der Differenlialgleichung -^-r-f — 3~"^''=^^' * ^^* 189—196 

Beitrage zur Theorie der Verlheilung der statischen und dynamischen 

Eleclricilät in leitenden Körpern 58. 1—53 

lieber die Verlheilung der statischen Electricität io einem kreisförmig 

begrenzten Segment einer Kugelfläche 58. 152 — 173 

Lorenz zu Kopenhagen. 

Memoire sur la th^orie de Telasticite des corps homogenes ä ^lasticite 

constante. 58. 329— 351 

Lottner zu Lippstadt. 

Zur Theorie des Foticotittschen Pendelversucbes 52. 52-58 

lieber die der Einwirkung der Schwere entzogenen aber unter dem Ein- 
fluss der Erdbewegung rotirenden Körper. Theorie des FoucauU^ 
sehen Gyroscops . 54. 197—226 

Luther zu Königsberg. 

Ableitung der in dem Aufsätze „Jacobi, Solution nouvelle etc., Bd. 53, 

p.335— 341'' vorkommenden Formeln .53. 342—365 

Emile Mathieu zu Paris. 
Sur une förmule relative i la th^orie dea nombres 60. 351-356 

Mehl er zu Franstadt. 

lieber die Anziehung einer mit Hasse belegten abwickelbaren Fläche 

auf einen materiellen Punkt 58. 240— 248 

lieber die Anziehung einer von zwei fihnlichen Flächen zweiten Grades 

begrenzten Schale 60. 321 -342 

M^nabrea zu Turin. 

Exposition d'une throne gtoörale propre i exprimer les lois des divers 
ordi;es de phänomenes qui döpendent d'dquations lineaires aux dif- 
Krences partielles, tels que ceux des vibrations et de la pro- 
pagations de la chaleur 54 170—180 

C. 0. Meyer zu Königsberg, 
lieber raUonale Terbindongeii der elliptischen Transcendenten. ... 56. 314—325 

0. E. Meyer, 
lieber die Reibung der FlQssigkeiten 59. 229-^303 
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Minding^ zu Dorpat. ^ ^ 

^ '^ Baod Seit« 

Ueber die Transformationen, welche in der Variationsrechnung zur 

Nacbweisung grösster oder kleinster Werthe dienen 55. 300—309 

Möbius zu Leipzig. 

Ueber eine neue Verwandtschaft zwischen ebenen Figuren 52. 218 — 228 

Ueber eine Methode um von Relationen, welche der Longimetrie an- 
gehören, zu entsprechenden Sätzen der Planimetrie zu gelangen. . 52. 229 — 242 

Natasi. 
Ueber totale und partielle Differentialgleichungen 58. 301 — 328 

C. Neumann zu Halle. 

De problemate quodam mechanico, <{uod ad primam integralium uUra- 

ellipticorum classem revocatur 56. 46—63 

Zur Theorie der Elasticitat 57. 281—318 

Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung 

^+^-0 »»■ *»-»• 

Oettinger zu Freiburg im Breisgau. 

Einige neue Sätze aus der Lehre von den Combinationcn 53. 322—334 

Zwei Satze über das grösste Product aus Zahlen von gegebener Summe. 57. 90—92 
Ueber die richtige Werlhbestimmüng der Constanle des Integrallogariihmus. 60. 375—376 

Reiss zu Frankfurt am Main. 

Beiträge zur Theorie des Solitair- Spiels. 54. 344 — 380 

Ueber eine Sieinersche combinatoriache Aufgabe, welche im 45'*^° Bande, 

Seite 181 gestellt worden ist 56. 326—344 

Riemann zu Göttin^n. 

Allgemeine Voraussetzungen und Hülfsmittel für die Untersuchung von 

Functionen unbeschränkt veränderlicher Grössen 54. 101—104 

Lehrsätze aus der Analysis situs für die Theorie der Integrale von 

zweigliedrigen vollständigen Differentialen 54. 105 — 110 

Bestimmung einer Function einer veränderlichen complexen Grosse durch 

Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen 54. 111 — 114 

Theorie der ilA^/schen Functionen 54. 115 — 155 

Röthig. 

Ueber einige Gattungen elliptischer Integrale 56. 197—203 

Das Potential eines homogenen rechtwinkligen Parallelepipedums. . . 58. 249 — 258 

Sabinine zu Moskau. 

Demonstration d'une forroule de M. Ostrogradsky relative au caicul des * 

variations des integrales midliples 59. 185—189 
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Scheibner zu Leipzig. ß,„^ ^^^^ 

Ueber das Flichenpotential 54, 77^ 81 

Schellbach. 

Zar Theorie des Additionsiheorems der elliptischen Integrale. ... 54. 59— 67 
Ueber die Bewegung eines Punktes auf der Oberflache eines Ellipsoides. 54. 381—387 

SchUffli zu Bern. 

Ueber eine symbolische Formel, die sich auf die Zusammensetzung der 

binairen quadratischen Formen bezieht 57. 170 — 174 

Schröter zu Breslau. 

Ueber die Erzeugnisse krummer projectivischer Gebilde 54. 31—47 

Ueber die Raumcurven dritter Klasse und dritter Ordnung 56. 27—43 

Ueber Modulargleichungen der ellipliscben Functionen 58. 378 — 379 

Segnitz zu Eldenia. 
Beilrige zur Mechanik des Pfluges 52. 152 — 174 

Sieb eck tu Liegnitz. 

Ueber die graphische Darstellung imaginairer Functionen 55. 221—253 

Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades , welche mit den ellip- 
tischen Functionen zusammenhangen 57. 359 — 370 

Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades, welche mit den ellip- 

tischeu Functionen zusammenhangen (Fortsetzung) 59. 173—184 

Spitzer zu Wien. 

Integration der linearen Differentialgleichung: 

(fl^+6,a:)y" + (a,+6,a?)jf' + (ao+6o^)y = 54. 280--282 

Note über die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe. . . 57. 78—80 

Ueber die Integration der Differentialgleichung ^""-r^^^+y durch ho- 
lte^ 

stimmte Integrale 57. 82^ 87 

Spottiswoode zu London. 

Blementary Theorems relating to determinants. . 51. 209 — 271 

The same eontinued and ended 51. 328 — 381 

Sur quelques formules generales dans le caicul des Operations. ... 59. 367 — 381 

y. Stand zu Erlangen. 
Ueber einige geometrische Sätze 57. 88—89 

Steichen zu Brfissel. 

Examen de quelques difficult^s de la mecanique physique 51. 272—307 

Suite du memoire pr^cedent 51. 309 — 327 



392 Inkalt$ter%eichm$s der Bände St bis 60. 

Steiner. 

Band Seite 

Ueber die Flächen dritten Grades 53. i33— 14i 

lieber eine besondere Curve dritter Klasse (and vierten Grades}. . . 53. 231—237 

Vermischle Satze und Aufgaben 55. 356—378 

Stern zu Göttingen. 

Zur Theorie der periodischen Kettenbrdche 53. 1 — f 02 

Ueber eine zahlentheoretiscfae Function 55. 193 — 220 

Ueber einige Eigenschaften der Function Ex 59. 146 — 162 

Tchebichey zu Petmsborg. 
Sur une formule d'Analyse. 53. 286 

Ungenannt. 
Zur Lebensgescbicbte des Mathematikers Ludwig Imtnatmel Magnus. . 60. 379-^381 

Weierstrass. 

Ueber die Theorie der analytischen Facnltiten 51. 1—60 

Theorie der ilfrebchen Functionen. 52. 285— 380 

Weiler zu Manheim. 

Integration der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 

2wei, drei, vier und mehr Veränderlichen 51. 105 — 207 

Berichtigung zu Seite 199, Band 51. . . 51. 308 

Eine Bemerkung über Integration linearer Differentialgleichungen. . . 55. 274 — 276 

Weingarten. 
Ueber eine Klasse auf einander abwickelbarer Flächen 59. 382 — 393 

Wöpke. 

Propri^t^s g^n^rales des courbes aig^briques et theoremes sur les co- 

niques homothötiques 53. 260—265 

Proprietes d*un Systeme de courbes algöbriques ayant en commun un 

certain nombre de points 54. 274 — 279 

Propri^t^s de certains systemes de surfaces du second ordre. ... 54. 285 — 291 

Zech ZQ Stuttgart. 

Die Eigenschaften der Wellenfläche der zweiaxigen Krystalle mittelst 

der höheren Geometrie abgeleitet 52. 243 — 2S3 

Die Krämmungslinien der Wellenfläche zweiaxiger Krystalle. .... 54. 72—76 
Die Krämmungslinien der Wellenfläche zweiaxiger Krystalle, Zusatz zu 

dem Aufsatz Bd. 54 55. 94. 
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